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RESUMO 
 

 O planejamento energético da operação de curto prazo é modelado como um 
problema de otimização estocástica multi-estágio. Variáveis incertas, como as vazões 
afluentes aos aproveitamentos hidroelétricos, são representadas por meio de uma árvore de 
cenários com probabilidades associadas. Porém, quando se utilizam árvores de mais de um 
estágio, a complexidade do problema de otimização resultante para o Sistema Interligado 
Nacional torna difícil a resolução em tempos computacionais razoáveis. Este trabalho 
estuda a técnica denominada de Redução Ótima de Cenários (ROC) para definir distâncias 
entre árvores de cenários, de maneira a obter árvores de portes menores que representem 
adequadamente o processo estocástico das afluências hidrológicas e sejam satisfatórias, 
tanto em termos de esforço computacional quanto em termos de qualidade da solução do 
problema de otimização. Mediante o uso da métrica probabilística de Fortet-Mourier e de 
resultados de dualidade em programação linear, a ROC permite calcular de forma explícita 
a distância entre duas medidas de probabilidade, correspondentes, respectivamente, à 
árvore de grande porte e a uma árvore de porte menor, com cardinalidade fixa. Por sua vez, 
esta distância explícita define a função objetivo para um outro problema de otimização, que 
seleciona os cenários mais representativos. Este problema de primeiro nível, de natureza 
combinatória, é de tipo set-covering. Para sua resolução é empregado um processo 
heurístico chamado de estratégia de redução máxima que fornece algoritmos rápidos de 
busca progressiva ou regressiva da cardinalidade da árvore reduzida. 

O trabalho apresenta o desenvolvimento teórico completo da ROC, os algoritmos de  
resolução, e uma validação numérica com resultados promissórios para as usinas 
hidroelétricas que compõem o Sistema Interligado Nacional do Brasil.  
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1- Introdução ao Problema de Redução de 
Cenários 

 
Diferentes campos de atuação envolvem estocasticidade: telecomunicações, 

finanças, transporte, meteorologia, entre outras, [23]. Deste modo, questões relacionadas às 
incertezas estão cada vez mais presentes nos setores industriais. Dentre as técnicas capazes 
de modelar as incertezas, pode-se destacar o importante papel exercido pela otimização 
estocástica. Um modelo de otimização estocástica tem por finalidade fornecer a melhor 
decisão a ser tomada na ocorrência de um cenário, ou realização particular do evento 
incerto analisado. Com o intuito de se representar melhor as incertezas, procura-se 
aumentar o número de cenários. Porém, devido aos altos tempos computacionais requeridos 
para se resolver o problema de otimização resultante, pode ser preferível trabalhar com um 
número menor de cenários, desde que sejam suficientemente representativos, [18]. Para 
atender estes dois interesses contraditórios pode se utilizar, por exemplo, a técnica de 
Redução Ótima de Cenários (ROC), assunto principal deste relatório. 

Mais precisamente, este trabalho considera diferentes alternativas de redução de 
cenários, com aplicação para o problema do planejamento da operação energética do 
Sistema Interligado Nacional (SIN). Do ponto de vista da programação estocástica, trata-se 
de um problema de grande porte e complexo, devido à presença de um grande número de 
usinas hidroelétricas dispostas em cascata ao longo de uma mesma bacia hidrográfica. Por 
esta razão, no Brasil o problema do planejamento da operação é dividido em três etapas 
consecutivas – correspondentes ao médio e curto prazo, e a programação da operação –  
conforme apresentado em [19]. A cada uma das etapas correspondem modelos 
computacionais desenvolvidos pelo Centro de Pesquisas Elétricas (CEPEL), para a 
operação do SIN. Em particular, para o problema de planejamento da operação de curto 
prazo, o modelo DECOMP [19,27], determina a alocação ótima de recursos hídricos, 
térmicos e intercâmbios para cada estágio, minimizando o custo total esperado da operação 
ao longo do horizonte de planejamento, que pode ser de um ano. Neste contexto, as 
incertezas em relação às vazões afluentes aos aproveitamentos hidroelétricos são 
representadas por uma árvore de cenários. Esta árvore de cenários deve ser suficientemente 
representativa, do ponto de vista do processo estocástico das afluências, e ao mesmo tempo 
deve ser suficientemente compacta, de modo a garantir uma resolução do problema de 
otimização em tempos computacionais razoáveis. A técnica de ROC, estudada neste 
trabalho, visa atender estes dois importantes objetivos. 

Em geral, dado um problema estocástico cuja incerteza é representada por uma 
árvore com um grande número de cenários, o problema de ROC consiste em achar um 
subconjunto reduzido de cenários mediante uma técnica que proporciona aderência 
estatística ao processo estocástico e decisões ótimas "semelhantes" às que se obteriam com 
o conjunto original. Especificamente, considere a função ),( xwf  definida no conjunto 

,X×Θ  sendo Θ  o espaço amostral onde as incertezas (cenários) variam, e X  o conjunto 
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viável para a variável de decisão x 1 contidas em nR . Cada cenário possui uma 
probabilidade de ocorrência conhecida; a distribuição de probabilidades dos cenários é 
denotada por P . Para o problema 

 
 ,)(),(min 1∑ =∈

N

i ii
Xx

wpxwf   

 
procura-se reduzir o número de cenários para ,redN  com redN  muito menor que N , e achar 
uma nova distribuição de probabilidades Q , tal que o subconjunto de cenários reduzidos 
mantenha alguns critérios de proximidade com relação ao conjunto original. Para a 
aplicação considerada, valores típicos de N  e redN  são 10000 e 100, respectivamente. Uma 
caraterística importante da técnica ROC é que os redN  cenários escolhidos são, do ponto de 
vista do problema de otimização que se deseja resolver, os cenários mais representativos 
(este ponto será tratado em detalhes na Seção 4.1). Outro aspecto crucial do ponto de vista 
da implementação numérica é que a abordagem a priori mais natural, consistente em 
eliminar redNN −  cenários por meio de análises exaustivas do conjunto de N  cenários, 
pode não ser possível, tendo em vista a grande quantidade de combinações de conjuntos de 
cenários com cardinalidade redNN − , i.e., 

 

 .⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− redNN
N

  

 
Deste modo, é preciso desenvolver técnicas heurísticas capazes de selecionar o 

melhor subconjunto de cenários, sem ter que percorrer todas as combinações possíveis. 
Estas técnicas devem também representar adequadamente as variações entre as soluções 
reduzidas (obtidas usando dados reduzidos) e as soluções originais (obtidas usando dados 
originais). 

Para avaliar a proximidade entre os cenários de realização aleatória, são utilizadas 
métricas probabilísticas cujo desenvolvimento teórico parte do caso contínuo 
(correspondente a um número infinito de cenários). Tais métricas assumem um papel 
fundamental na ROC, pois uma boa escolha da métrica probabilística resulta em fórmulas 
explícitas para a seleção de um subconjunto de cenários e, posteriormente, para calcular a 
redistribuição de probabilidades Q [28]. 

 

                                                 
1 Para o problema do planejamento da operação energética de curto prazo, ( fx,,Θ ) correspondem, 
respectivamente, ao conjunto de cenários hidrológicos, alocação e custos de geração e déficit. 
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1.1 – Principais Contribuições do Trabalho 
 
Este trabalho efetua a redução de cenários hidrológicos para o problema do 

planejamento da operação energética de curto prazo utilizando as técnicas gerais 
desenvolvidas nos artigos [6,8,10]. Todos os teoremas e proposições destes artigos foram 
sistematicamente estudados e reestruturados neste manuscrito. Para um melhor 
embasamento teórico, foi incluído um capítulo sobre os problemas de transporte (Capítulo 
3), bem como a apresentação de algumas métricas probabilísticas. Também neste capítulo, 
a subseção "Dualidade do problema MK (caso discreto)" descreve minuciosamente o 
resultado de dualidade do problema de transporte de Monge-Kantorovich que proporciona, 
com algumas condições adicionais, a métrica probabilística sobre a qual se aplica todo o 
desenvolvimento teórico dos algoritmos de ROC. 

Foram incluídas na parte teórica a Proposição 2 que sob condições específicas 
assegura a igualdade entre dois problemas de transportes, e a Proposição 3 que determina 
um limite superior para a diferença dos valores ótimos de problemas estocásticos utilizando 
distintas medidas de probabilidades. Foi desenvolvido o Algoritmo 7, denominado 
algoritmo de redução local, que constrói uma árvore de cenários através de sucessivas 
gerações e reduções de cenários, contornando assim a inviabilidade de armazenamento de 
um número de informações excessivo. 

Vale ressaltar que os resultados apresentados em [8,10] são referentes à árvores 
univariadas. Em contraste, neste trabalho são apresentados testes de redução de cenários em 
árvores multivariadas, isto é, quando a árvore considerada no processo de ROC tem 
cenários matriciais ao invés de vetoriais, veja subseção 6.1.2. Esta situação é comumente 
encontrada no SIN, já que a árvore de cenários representa todas as usinas hidroelétricas do 
sistema. Em geral, as configurações de estudos do SIN consideram mais de 100 usinas. Por 
esta razão, diferentemente de [8,10], são utilizadas novas funções para se calcular as 
distâncias entre estes cenários matriciais, e foram incluídos novos testes2 estatísticos para 
validar a técnica de ROC. 

 

1.2 – Estrutura do Texto 
 
Uma vez posicionada a ROC, exposto o campo de atuação, e definido o objetivo 

básico deste trabalho, cabe agora descrever em linhas gerais o que se pretende em cada 
capítulo. 

O Capítulo 2, a seguir, contém uma descrição sucinta dos problemas estocásticos 
com recursos em dois ou mais estágios. Em particular, os problemas de multi-estágios 
evidenciam a dificuldade intrínseca de se lidar com informações de alta dimensionalidade, 
isto é, com um grande número de cenários. Este capítulo é baseado em notas de aulas 
ministradas pela Dra. Claudia Alejandra Sagastizábal, em agosto de 2005, no IMPA. 
                                                 
2 Outros testes efetuados no subconjunto de cenários selecionados são, por exemplo, a verificação da 
preservação das correlações temporais e espaciais entre as usinas. 
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O Capítulo 3 apresenta o problema de transportes de massas de Monge-
Kantorovich, bem como sua representação dual, que por sua vez, desempenha um papel 
fundamental para a ROC. São apresentados resultados de estabilidade para um conjunto de 
soluções do problema 

 
 .),(min dPxwf

Xx ∫Θ∈
  

 
O Capítulo 4 analisa em detalhes o conceito de ROC. É exposto o método pelo qual 

se faz a escolha dos índices dos cenários que serão descartados, bem como fórmulas 
explícitas de redistribuição de probabilidades para os dados preservados. Neste capítulo são 
enunciados e provados os principais teoremas, os quais proporcionam fórmulas compactas 
para os algoritmos de seleção de cenários. 

O Capítulo 5 explica por extenso os algoritmos heurísticos de seleção de cenários. 
São apresentados exemplos numéricos para uma melhor compreensão dos procedimentos 
efetuados por cada algoritmo. 

O Capítulo 6 contém resultados obtidos com a técnica ROC quando a metodologia é 
aplicada ao problema de reduzir dados de afluências às usinas hidroelétricas do SIN. 

O Capítulo 7 finaliza com as principais conclusões obtidas no decorrer deste 
trabalho. 

O presente trabalho tem ainda dois apêndices onde são demonstrados alguns 
resultados matemáticos importantes que foram empregados durante o desenvolvimento 
teórico da ROC. O apêndice A contém resultados básicos de dualidade e condições de 
otimalidade em programação linear. A proposição sobre a qual se apresenta as relações 
entre os multiplicadores de Lagrange do problema de Monge-Kantorovich é demonstrada 
no Apêndice B. 

 



 
 

 
Relatório Técnico – Projeto GEVAZP 6 
 

2 - Uma Introdução à Programação Estocástica 
 
Quando utilizados no campo industrial, muitos problemas de otimização podem ser 

formulados como programas estocásticos convexos, que geralmente são de grande porte. 
Em particular, no setor elétrico, um exemplo arquetípico é o problema de planejamento 
energético de curto prazo de sistemas hidrotérmicos, caracterizado pelas incertezas de 
afluências aos reservatórios de água (usinas hidroelétricas), pelas incertezas nos preços de 
combustíveis (usinas termoelétricas) e pelas incertezas com respeito ao mercado futuro de 
energia (demanda). 

Em geral, a estratégia adotada para modelar um problema estocástico de operação é 
usar como função objetivo o valor esperado dos custos. Para isto, devem-se conhecer quais 
são as possíveis realizações futuras (cenários) de todas as variáveis aleatórias envolvidas no 
problema, ou gerar estes cenários de alguma maneira sistemática. A cada possibilidade de 
ocorrência do evento aleatório é atribuída uma probabilidade 

Dado ,nX R⊂  um conjunto não vazio, convexo3 e fechado; dado um espaço 
amostral TR⊂Θ  fechado, tal que w  é um evento de Θ  –   chamado cenário –  considera-
se a função de custos ,f  semicontínua inferiormente4 e convexa5 em relação a ,Xx∈  dada 
por RR →×Θ nf : . Quando a cardinalidade de Θ  é infinita, o valor esperado da função 
f  em relação a uma distribuição de probabilidades ,Θ⊂P  é definida como 

 
 .),(:=),( dPxwfxwfEP ∫Θ   

 
 Quando Θ  é um conjunto finito de N  cenários, 
 

 .),(:=),(
1∑ =

N

i iiP pxwfxwfE   
 
 Com esta notação, o programa estocástico de interesse pode ser escrito da seguinte 

forma: 
 
 ).,(min xwfEP

Xx∈
 (2.1) 

                                                 
3 Seja C  um subconjunto de nR , diz-se que C  é convexo se para quaisquer ,Cx∈  y  C∈  e 0,1][∈α , 

.)(1 Cyx ∈−+ αα  
4 nX R⊂ ,uma função R→Xf :  é dita semicontínua inferiormente no ponto Xa∈  quando, para cada 

0>ε  dado, pode se obter 0>δ , tal que Xx∈ , εδ +⇒− )(<)(||<| afxfax  
 Diz que f  é semicontínua inferiormente quando ela o é em todos os pontos de .X  
5 Seja nC R⊂  um conjunto convexo, diz-se que a função RCg →:  é convexa em C  quando para 
quaisquer ,Cx∈  Cy∈  e 0,1][∈α , tem-se ).()(1)())(1( ygxgyxg αααα −+≤−+  
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Devido à característica citada de existir um grande número de cenários, na maioria 

dos problemas reais têm-se um grande número de variáveis envolvidas. Com isto, em 
grande parte dos casos, a resolução direta do problema é computacionalmente inviável, 
sendo necessária a aplicação de técnicas especiais para reduzir a complexidade. Uma destas 
técnicas consiste em decompor o problema tratado em problemas menores e mais simples, 
que são chamados de problemas locais, seja através da decomposição por preços ou por 
recursos. No entanto, há situações em que tais decomposições não são suficientemente 
eficazes, já que não conseguem contornar a inviabilidade computacional do problema 
decomposto. Neste caso, uma alternativa é a redução dos dados incertos, isto é, reformular 
o problema desconsiderando alguns possíveis eventos e descartando cenários Θ∈w . Esta 
alternativa será o principal assunto dos próximos capítulos. 

A formulação (2.1) abrange os chamados programas estocásticos com recurso em 
dois-estágios ou multi-estágios apresentados a seguir. 

 

2.1 – Programação Estocástica em Dois e Multi-Estágios 
 
A resolução de problemas de otimização estocástica com recursos se baseia na idéia 

de trabalhar o problema em uma forma decomposta, fixando valores das variáveis de 
decisão seqüencialmente, segundo as incertezas vão sendo reveladas com o decorrer do 
tempo, por estágios. 

 

2.1.1 – Modelos com Recursos em Dois-Estágios 
 
Nesta formulação, os dados estão reorganizados em dois níveis diferentes. Os dados 

correspondentes às variáveis de primeiro estágio são determinísticos: RR →1
1 : nf  é uma 

função de custos convexa, as restrições lineares envolvem o vetor 1
1

mb R∈  e as matrizes 
1

1
nmA ×∈R  e .1nmD ×∈R  Já as variáveis de segundo estágio dependem de dados incertos, 

variando com cada cenário Θ∈w . Assim sendo, a função de custos convexa de segundo 
estágio é denotada por :2f  RR →×Θ 2n  e para cada Θ∈w  têm-se os vetores )(wb  ,mR∈  

)2(
2 )( wm

wb R∈ , e as matrizes 2)2(
2 )(

nwm
wA

×
∈R  e 2)( nmwW ×∈R . 

Um programa estocástico com recursos em dois-estágios pode ser representado por: 
 

 
{ }

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

+
Θ∈

.)(=)()(
),(=)()(

=:.

))(,()(min

21
2

2
2

1
1

1

21
1

),(,1 2

wbwxwWDx
wbwxwA

bxAas

wxwfExf P
wwxx

 (2.2) 
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A variável 1x  representa o vetor de decisões anteriores à realização do evento 
incerto correspondente a algum cenário w . Este primeiro período, em que não há 
incertezas, é denominado de "primeiro estágio" e todas as variáveis relacionadas a este 
período são denominadas variáveis de primeiro estágio, bem como as restrições. Já o 
segundo estágio é determinado pelo conjunto de períodos em que há incertezas em uma ou 
mais variáveis. As variáveis de segundo estágio são dadas pelos vetores )(2 wx , sendo 

Θ∈w  um cenário, isto é, uma possível realização dos dados incertos para os quais se 
deseja otimizar a variável ).(2 wx  

Uma representação equivalente do problema (2.1) envolve a função valor ),( 1
2 xv  

definida da seguinte forma: 
 

 
{ }

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

Θ∈

.)(=)()(
),(=)()(:.

))(,(min

:=)(
12

2
2

2

2

),(
1

2

2

DxwbwxwW
wbwxwAas

wxwfE

xv
Pwwx

 (2.3) 

 
Uma vez conhecido o cenário w , a decisão de recurso do segundo estágio é o ponto 

),(2 wx  solução de )( 1
2 xv . Neste contexto, 1x  se comporta como um parâmetro do 

problema (2.3). 
Assim sendo, o problema (2.2) pode ser dado da seguinte forma: 
 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +

.=:.

)()(min

1
1

1

1
2

1
11

bxAas

xvxf
x  (2.4) 

 
A proposição a seguir analisa algumas propriedades da função valor 2v . 
  
 Proposição 1 Seja RR →nh :  uma função convexa e coerciva6, u  um parâmetro 

dado em pR , nmW ×∈R  uma matriz de posto completo, ,mb R∈  e .pmD ×∈R  Define-se 
)(uv  como sendo:  

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
∈

.=:.

)(min
=)(

DubWyas

yh
uv ny R  (2.5) 

 
A função v  é convexa, e se )(u∗λ  denota um multiplicador de Lagrange associado 

                                                 
6 Uma seqüência n

kx R⊂}{  é crítica em relação a um conjunto C , se Cxk ⊂}{  e ∞→|||| kx  ou 

,}{ xxk →  para x  na fronteira do conjunto C . Diz-se que a função R→Cg :  é coerciva no conjunto 

,C  quando para toda seqüência crítica }{ kx  em relação ,C  tem-se =)(suplim kk xg∞→  ∞ . 
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à restrição DubWy −=  no ponto ótimo )(uy∗ , isto é, satisfazendo ))((=)( uyhuv ∗  , então 
Du ')(∗λ  é um subgradiente da função v  no ponto u  ( )()( uvDu ' ∂∈λ  ).    
 
 Prova. Como W  possui posto completo, segue que o sistema linear ,= DubWy −  

na variável ,ny R∈  sempre possui solução para todo .pu R∈  Sendo a função h  coerciva, 
segue-se que o par ))(),(( uuy ∗∗ λ  sempre existe para qualquer que seja pu R∈ . 

Escrevendo a função Lagrangiana de (2.5) quando se relaxa a restrição 
:= DubWy −   

 ),()(=),( DubWyyhyL ' +−+ λλ  
 

a função dual ),(inf=)( λλθ yLy  satisfaz a propriedade chamada "dualidade fraca" que 
estabelece que )()( yh≤λθ  para todo mR∈λ  e para todo .ny R∈  Em particular, para 

),(= uyy ∗  )())((=)( λθ≥∗ uyhuv , ou seja, 
 

 
),()}()({inf=

)}()({inf)(
__

uDuDDubWyyh

DubWyyhuv

''

y

'

y

−++−+

+−+≥

λλ

λ
 

para 
_

u  um ponto qualquer em .pR  

Portanto, ≥)(uv  ),()}()({inf
__

uDDuuDbWyyh ''

y
−++−+ λλ  para todo mR∈λ . Em 

particular, para )(
_

u∗λ , o multiplicador de Lagrange ótimo associado a restrição 

,=
_

uDbWy −  vale que 
 

 
),()()()(

)()()}()()({inf)(
___

____

uuDuuvuv

uDDuuuDbWyuyhuv

'

''

y

−+≥

−++−+≥

∗

∗∗

λ

λλ
 

portanto, Du ')(
_

∗λ  é um subgradiente de )(uv . 
Para provar que )(uv  é convexa, considere o conjunto  
 

}.=:{=)( DubWyyuM n −∈R  
 

Como h  é coerciva, dados muu R∈21,  existem nyy R∈21,  tais que 

 
.=),(=)(
,=),(=)(

2222

1111

DubWyyhuv
DubWyyhuv

−
−
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Dado 0,1],[∈t  tem-se que 
 

 
],)(1[=

))((1)(=
)(1=])(1[

21

21

2121

uttuDb
DubtDubt

WyttWyyttyW

−+−
−−+−

−+−+
 

ou seja, ).)(1()(1 2121 uttuMytty −+∈−+  Então, 
 

 

),()(1)(=
)()(1)(

))(1(

)(min=))(1(

21

21

21

))1(1(
21

2

uvtutv
yhtyth

yttyh

yhuttuv
uttuMy

−+
−+≤
−+≤

−+
−+∈

 

ou seja, a função v  é convexa.   ▄ 
 
Quando o conjunto Θ  é discreto e finito, temos que 
 

 )),(,()(=))(,( 2
2

2
2 wxwfwpwxwfE

wP ∑ Θ∈
  

 
sendo )(wp  a probabilidade de ocorrência do cenário ,w  para cada .Θ∈w  Neste caso, o 
cálculo de )( 1

2 xv  pode ser decomposto em Θ#  subproblemas de otimização, segundo 
apresentado a seguir: 

Escrevendo ),( 1
2 wxv  como sendo a função valor na configuração do cenário ,w  

tem-se que 
 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

− .)(=)()(
)(=)()(:.

))(,(min

=),(
12

2
2

2

2
2

)(2

1
2

DxwbwxwW
wbwxwAas

wxwf

wxv
wx

  

 
para cada .Θ∈w  Com esta notação, pode se escrever a função valor )( 1

2 xv  como sendo 
 

 ).,()(=)( 1
2

1
2 wxvwpxv

w∑ Θ∈
  

 
 Pela Proposição 1 e pela nova representação de ),( 1

2 xv  é fácil verificar que )(2 ⋅v  é 
convexa e que 

 
 ).()()( 1

2
1 xvDxwp '

w
∂∈∗

Θ∈∑ λ   
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Para resolver o problema de otimização (2.4) que é convexo e não diferenciável 
usam-se métodos de otimização especiais como planos cortantes e feixes (ver [1]). 

Um exemplo típico de problema em dois-estágios é a expansão do sistema elétrico, 
onde as variáveis de primeiro estágio são referentes ao investimento, e as variáveis de 
segundo estágio são dadas pelas incertezas de demanda e hidrologia. Porém, para alguns 
problemas, as incertezas evoluem com o passar do tempo, e uma modelagem em dois-
estágios não é mais adequada. A seguir consideram-se os chamados modelos multi-
estágios. 

 

2.1.2 – Modelos Multi-Estágios com Alocação de Recursos 
 
 Nos modelos com recursos em dois-estágios, todas as incertezas são resolvidas 

após passado o primeiro estágio de decisão; no entanto, em muitos problemas de 
otimização, as variáveis aleatórias são reveladas seqüencialmente, com o desenrolar dos 
estágios, e as decisões devem ser analisadas em muitos períodos, sendo necessário um 
outro tipo de enfoque no tratamento das incertezas. 

Os modelos multi-estágios têm a vantagem de evitar uma escolha "cega" no início 
do período de análise. Um aspecto chave é a evolução do fenômeno aleatório ao longo do 
tempo. Na formulação multi-estágio, o problema pode ter variável de primeiro estágio 
aleatória; neste sentido não há então distinção entre primeiro estágio e subseqüentes 
estágios. 

Um problema de decisão num estágio t  pode variar drasticamente dependendo das 
incertezas realizadas nos períodos anteriores. Por exemplo, para o problema de 
planejamento da operação energética de curto prazo, extremamente dependente das 
afluências aos reservatório, é natural utilizar um programa estocástico com multi-estágios. 
Além do mais, toda decisão a ser tomada, referente ao estágio ,t  leva em consideração o 
nível de água nos reservatórios até o final do estágio 1−t , deste modo, as decisões são 
acopladas no tempo. 

Uma maneira de representar os possíveis estados das variáveis aleatórias nos 
modelos de multi-estágios é colocando os cenários em formato árvore, ver Figura 2.1. Cada 
cenário iw  tem T  componentes (cada componente pode ser vetorial). É assumido que 
todos os cenários coincidem no instante de tempo 0=t , isto é, .==== 00

3
0
2

0
1 Nwwww L  

Isto significa que 0=t  pode ser considerado como a raiz da árvore que contém N  
cenários. Cada nó da árvore corresponde à realização da variável aleatória para um estágio 
.t  Vale ressaltar que um mesmo valor pode corresponder a diferentes cenários. Na Figura 

2.1, por exemplo, o nó 4  pertence tanto ao cenário 1w  como ao cenário 2w  (ou seja, 
2
2

2
1 = ww ). Quando usado o formato árvore, a denominada multiplicidade indica quantos 

"ramos" da árvore são abertas em cada nó. Por exemplo, a árvore à direita na Figura 2.1, 
possui multiplicidade constante e igual a dois (árvore binária). A árvore à esquerda possui 
multiplicidade variável entre 1 e 2 . 
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                 Figura 2.1: Cenários em formato árvore. 

 
Devido ao acoplamento no tempo das variáveis decisão, tem-se a seguinte 

definição: 
  
 Definição 1  Implementabilidade 
Um dos mais importantes aspectos no modelo com multi-estágios é a noção de 

implementabilidade ou " nonanticipativity" em inglês. Em geral, se dois cenários têm a 
mesma seqüência de nós entre o primeiro e o k-ésimo estágios, eles têm a mesma parcela 
de informações durante estes períodos. Conseqüentemente, decisões associadas a tais 
cenários devem ser idênticas até o k-ésimo período. Este requerimento é conhecido como 
condição de implementabilidade.   

 
Dados T  estágios de decisão com 2,≥T  para Tt 1,2,...,= , seja )(wXt  o conjunto 

que contém todas as restrições do tipo )(~=)()( wbwxwA t
t

t  generalizando as restrições do 
problema de segundo estágio (2.3), e também as restrições de implementabilidade descritas 
na Definição 1. No caso do modelo de dois-estágios, os conjuntos )(1 wX  e )(2 wX  
representam, respectivamente, as restrições de primeiro estágio, )=)(( 1111 bxAwX ↔  e de 
segundo estágio ))(=)()()(( 2

2
22 wbwxwAwX ↔ . 

Existem também restrições acoplando dois estágios consecutivos, generalizando a 
restrição 12 )(=)()( DxwbwxwW −  do problema (2.3). Assim, pode-se escrever o problema 
de multi-estágios da seguinte forma: 

 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

Θ∈∈
Θ∈+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

∑

.1,...,=,)()(
2,...,=,)(=)()()()(:.

))(,(min

1
=1

TtwwXwx
TtwwbwxwWwxwDas

wxwfE

t
t

t
t

t
t

t

t
t

T

t
Px

 (2.6) 

 
O problema (2.6) é formulado por estágios de decisão " t " . Para passar a uma 

formulação por nós, é conveniente abrir a árvore de cenários como mostra a Figura 2.2, 
onde cada linha vertical indica componentes idênticas dos cenários envolvidos, estas linhas 
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verticais representam a condição de implementabilidade dada na Definição 1. 
 

 
Figura 2.2: Restrições de implementabilidade 

 
Na árvore da Figura 2.1, cada linha que liga o nó raiz a um dos nós do último 

estágio representa um evento aleatório, ou seja, um cenário. Logo esta árvore possui cinco 
cenários. 

As linhas que ligam um nó a outro na Figura 2.2 representam as restrições de 
implementabilidade. Dos 20 nós existentes na Figura, há 9=234 ++  restrições. 
Resultando assim, 11=920 −  nós como na árvore à direita na Figura 2.1. Por exemplo, se 

2y  e 3y  representam decisões correspondentes a 2w  e 3w , tem-se .= 3
3

2
3 yy  

Devido a condição de implementabilidade, a cada estágio de tempo ,< Tt  pode-se 
ter uma quantidade de decisões ix  estritamente menor que o número total de cenários .N  

Similarmente, pode-se chamar de ,
ˆ,,, iiii bWDA  e ib  os valores )(ˆ),(),(),( wbwWwDwA tttt  e 

)(wbt  no estágio ,t  nos cenários w  associados com o nó i , ver [24]. De forma análoga, 
introduzindo as funções de custo ,if  o problema (2.6) é equivalente ao problema, 
formulado por nós, dado pela expressão7 

 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∈+

∑
∈

iii

iiiiai

iii
i

x

bxA
ibxWxDas

xfp

ˆ=
0\ˆ,=:.

)(min

)(

ˆ

},{N
N

 (2.7) 

com N̂  o conjunto de todos os nós da árvore. A função )(ia  representa o nó 
antecessor do −i ésimo nó (ver Figura 2.3). 

 
 

 
Figura 2.3: Nó antecessor do i-ésimo e j-ésimo nó. 

                                                 
7 As relações entre ),(),(ˆ),(),(),( wbwbwWwDwA ttttt  e ,(wft . )  do problema (2.6) e ,,ˆ,,, iiiii bbWDA  

e if  do problema (2.7) vêm da passagem da árvore à direita na Figura 2.1 para a Figura 2.2. 
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A principal dificuldade no problema (2.7) é lidar com a dimensionalidade, seja de 

forma explícita, descrevendo os cenários no formato "árvore aberta" e usando as restrições 
de implementabilidade, ou de forma implícita, percorrendo os cenários de maneira 
encaixada, usando técnicas de programação dinâmica, por exemplo, de modo a se redefinir 
o problema original em subproblemas com dois-estágios. 

O enfoque deste trabalho não é sugerir métodos de resolução de tais problemas, mas 
sim apresentar técnicas para reduzir a dimensionalidade dos cenários definindo o problema 
de otimização. O objetivo é tentar eliminar redundâncias e semelhanças de informações, 
reduzindo assim a dimensionalidade da árvore de cenários, de modo que a árvore reduzida 
obtida represente acuradamente o processo estocástico, e que seja viável em termos de 
tempo computacional. Assume-se aqui, "redundância" como sendo a ocorrência de eventos 
próximos, ou seja, eventos considerados "parecidos" segundo alguma métrica 
probabilística. 

Para muitos problemas reais de otimização multi-estágios, os eventos aleatórios são 
gerados sistematicamente por modelos econométricos baseados em históricos de dados, 
como é o caso da análise de afluências aos reservatórios das usinas hidroelétricas. 

A seguir é fornecido o conceito de séries sintéticas, uma forma de se trabalhar com 
cenários gerados a partir de modelos. Para mais informações, ver [7,14]. 

 

2.2 – Série Sintética 
Freqüentemente, na impossibilidade de se conhecer as ocorrências futuras de 

fenômenos incertos, adota-se a hipótese de que ocorrências passadas, chamadas de "séries 
históricas" , proporcionam uma descrição razoável do que pode acontecer no futuro. Por 
exemplo, quando se deseja planejar ou operar um aproveitamento hidroelétrico, a série 
histórica de vazões no local pode ser utilizada como dado de entrada para um modelo de 
otimização. Apesar de fornecer subsídios bastante úteis para algumas aplicações, os estudos 
com séries históricas apresentam limitações sérias, já que não é possível contemplar 
situações mais severas das registradas no histórico. Por este motivo, as séries históricas 
podem resultar insuficientes para compor uma amostra que estime acuradamente alguns 
índices de risco (como o não suprimento da demanda), associados com situações severas ou 
extremas. Já os modelos de geração de séries sintéticas de afluências a partir da série 
histórica resolvem a dificuldade mencionada, por serem capazes de capturar características 
básicas das ocorrências passadas, permitindo ao mesmo tempo a avaliação de riscos e 
incertezas extremos pertinentes a um sistema hidroelétrico, [18]. 

Denomina-se série sintética todo possível evento gerado por um modelo de uma 
variável aleatória, seja este físico, heurístico ou estocástico. Por exemplo, suponhamos que 
o vetor ),,...,,,(= 1321 T

i
T
iiiii wwwwww −  seja gerado a partir de um modelo. Esta é uma série 

sintética que assume valores t
iw  para todo instante de tempo .1,2,...,= Tt  Em geral, os 

modelos podem gerar tantas séries sintéticas quanto se queira: ,=
=1

t
i

lt
i

lt
i

p

l
t
i ww ξ+Φ −−∑  

sendo conhecidos os valores dos coeficientes t
iΦ  e das variáveis de estado lt

iw −  que foram 
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observados nos períodos anteriores; t
iξ  é um ruído aleatório. Este modelo pertence a 

família dos modelos ,ARIMA  [2]. 
Considerando Ω  como o conjunto de todas as possíveis séries sintéticas, é bastante 

intuitivo que Ω  esteja contido no conjunto de todas as possíveis ocorrências do fenômeno 
aleatório considerado, isto é, que Θ⊂Ω . Logo, quanto maior for a quantidade de séries 
sintéticas geradas, maior é a chance de se estar próximo da incerteza representada por Θ . 
No entanto, a dimensionalidade de Ω  pode deixar os programas de otimização 
computacionalmente inviáveis. 

Uma possibilidade atrativa para escolher um subgrupo de séries sintéticas 
suficientemente representativas é utilizar como critério a medida probabilística chamada de 
"Fortet-Mourier" , [22], que garante otimalidade em dois sentidos, descritos a seguir: 

§ Estabilidade, no sentido que, para pequenas variações do conjunto original de 
séries sintéticas, resultem pequenas variações do subgrupo ótimo obtido. 

§ Proximidade do grupo original, em termos de valores ótimos dos problemas de 
otimização correspondentes. 

Também se espera que as propriedades acima auxiliem a boa aderência do grupo 
reduzido ao processo estocástico considerado. Os capítulos seguintes apresentam técnicas 
para se reduzir o número de séries sem que se percam informações estatisticamente 
significativas contidas no conjunto inicial (original) de séries sintéticas disponíveis. 
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3 - Problema de Transporte de Massas e 
Resultados de Estabilidade 

 
Em termos mais precisos, se define a distância de Fortet-Mourier como o valor 

ótimo de um problema de transporte, [22]. A minimização desta distância sobre todos os 
possíveis subgrupos de séries sintéticas define o problema de ROC, assunto central deste 
trabalho. 

Este capítulo se destina a uma introdução ao problema de transporte de massas de 
Monge-Kantorovich. O objetivo é apresentar as principais propriedades para então 
desenvolver a teoria da redução de cenários, dispostos no formato árvore. 

As relações de dualidade do problema de transporte de massas são de grande 
relevância para as técnicas de seleção de cenários. Pode-se, por meio destas, escolher os 
cenários mais representativos do ponto de vista do problema de otimização que se deseja 
resolver. 

Nas seções seguintes, são tratados dois tipos de problema de transporte: o problema 
de transporte de Monge-Kantorovich (MK), e o problema de transporte de Kantorovich-
Rubinstein (KR). 

Antes de descrever tais problemas, necessita-se das seguintes definições. 
  
 Definição 2 Seja S  um conjunto não-vazio. A função R→Sd :  é dita ser uma 

métrica se para quaisquer dois pontos yx,  em ,S  ),( yxd  é não-negativa e satisfaz as 
seguintes propriedades: 

r). triangulaade(desiguald ),(),(),()
;(simetria) ),(=),()

;= se, somente ese, 0=),()

zydzxdyxdiii
xydyxdii

yxyxdi

+≤
   

 
  
 Definição 3 Um conjunto S  é dito ser um espaço métrico, se S  é um espaço linear 

e possui uma métrica, R→Sd : , associada8.   
 
  
 Definição 4 Um espaço S  é dito ser separável, se S  possui ao menos um 

subconjunto denso que seja enumerável.   
 
O espaço euclidiano ,R  é um exemplo de espaço separável, pois Q  é um 

subconjunto denso e enumerável em .R  Munido da norma euclidiana, é também um espaço 
métrico. 

 

                                                 
8 Alternativamente, o espaço métrico associado à métrica d  poderá ser representado por ).,( dS  
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3.1 – Transporte de Massas de Kantorovich 
 
Dadas duas distribuições de probabilidades P  e Q  em um espaço métrico separável 

,Θ  e dada uma função de custo μ  definida no espaço amostral ,Θ×Θ⊂Θ×Θ QP  o 
funcional de Kantorovich é definido por 
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 (3.1) 

 
 Se as distribuições de probabilidades P  e Q  são discretas (com NP =#  e 

MQ =# ), o problema (3.1) assume a seguinte forma, 
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 (3.2) 

sendo )~(:= jj wQq  e )(:= ii wPp  as probabilidades de ocorrência dos eventos Qjw Θ∈~  e 

,Piw Θ∈  respectivamente. 
A Figura (3.1) proporciona uma intuição geométrica deste funcional. 
 

 
Figura 3.1: Representação do problema de Monge-Kantorovich. 

 
Nas mesmas condições, define-se o problema de Kantorovich-Rubinstein como 



 
 

 
Relatório Técnico – Projeto GEVAZP 18 
 

sendo 
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 (3.3) 

 
 Analogamente para o caso discreto, 
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 (3.4) 

 
 As distribuições de probabilidades P  e Q  dos problemas (3.1) a (3.4) podem ser 

vistas como distribuições de massas inicial e final. Por exemplo, para o problema (3.2), 
suponha que ip  seja a quantidade de uma certa mercadoria situada na localidade ,iw  e que 

jq  seja a quantidade de mercadoria que deve ser entregue na localidade .~
jw  Levando-se 

em consideração que cada localidade de recebimento w~  deva receber mercadorias de todas 
as localidades de entrega w  (como mostra a figura 3.1) ,  o valor )~,( ji wwμ  representa o 
custo de trasporte da mercadoria pelo trajeto ijη . A variável η  pode ser entendida como 
sendo planos de transportes. Se o ínfimo na variável η  é atingido, suponha que seja em η , 
diz-se que η  é o plano ótimo de transporte. A existência de um minimizador η  é 
assegurada se o conjunto QP Θ×Θ  for compacto, e a função μ  for semicontínua 
inferiormente. 

Assumindo que ,<),()~,( ∞∫
Θ×Θ QP

dQdPww ημ  e devido ao fato de que o conjunto 

viável definindo KR contém aquele definindo MK, segue a desigualdade 
 
 ).,(),( QPMKQPKR ≤  (3.5) 
 
Sob condições específicas, é possível obter a igualdade em (3.5). Tais condições são 

referidas à função ,μ  e serão doravante apresentadas. 
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3.2 – Representação Dual 
 
Será apresentada nesta seção uma descrição da dualidade dos problemas (3.1) e 

(3.3). Começando pelo caso onde as distribuições de probabilidades são discretas, i.e., o 
espaço amostral Θ  possui um número finito de eventos. Nestas condições, a função 
objetivo nos problemas (3.2) e (3.4) é afim. Logo, utiliza-se a teoria de programação linear 
para estender as relações duais aos problemas (3.1) e (3.3). 

Para uma representação dual do problema (3.2), basta escrevê-lo de maneira 
equivalente ao problema (A.1), veja apêndice A. 

 

3.2.1 – Dualização do Problema MK (caso discreto) 
 
 Suponha que para todo evento iw  em ,Θ  as probabilidades P  e Q  estejam bem 

definidas. Suponha também que, de forma mais geral, o número de átomos da distribuição 
P  é diferente do número de átomos da distribuição Q  ( MN ≠ ). 

Reescrevendo a função objetivo do problema (3.2), tem-se que 
 

 
.)~,(...
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j
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ww

wwwwww

ημ
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 (3.6) 

 
Sejam os vetores kC  e ,M

kX R∈  definidos por 

 .:=e
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Definindo os vetores 
_

C  e MNX ×∈R  como sendo  

 ,:=e:= 2

1

2

1

⎥
⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣
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⎤
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X
X
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é fácil ver que a expressão (3.6) é equivalente ao produto de 
_

C  por X : 
 

 .==)~,( 2211=1=1
XCXCXCXCww '

N
'
N

''
ijji

M

j

N

i
+++∑∑ Lημ   
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As restrições do problema (3.2) podem, analogamente, serem reescritas 

introduzindo a matriz NMMNA RR ×∈ +  definida por 
 

 .

00...0100...0100...01

010...0010...0010...0
100...0100...0100...0

11...1

11...1

11...1

:=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

MMM

MMM

MMM

M

M

M

A

L

M

L

L

O

  

 
O supra-índice M  nas linhas da matriz representa a dimensão dos blocos que 

formam ,A  sendo os espaços em branco preenchidos com zeros. Finalmente, seja o vetor 
MNb +∈R  formado pelas probabilidades pontuais das distribuições P  e :Q  
 

 .],[=],...,,,...,[=)]~(),...,~(),(),...,([= 1111
''

MN
'

MN qpqqppwqwqwpwpb   
 
Com esta notação, a igualdade bAX =  equivale a jij

N

i
q=

=1
η∑ , iij

M

j
p=

1=
η∑ . A 

restrição 0≥X  equivale a não-negatividade da variável de decisão η , i.e., 0,≥ijη  
Ni 1,...,=  e Mj 1,...,= . Deste modo, o problema (3.2) pode ser reescrito como: 

 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤− 0,
=:.

min

X
bAXas

XC '

X
 (3.7) 

que possui a mesma estrutura do problema (A.1). 
 
Considere agora, Nu R∈  e Mv R∈  como sendo os multiplicadores de Lagrange 

associados às restrições do problema (3.7). Seja Λ  o vetor formado por estes 
multiplicadores,  

 .:= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Λ

v
u

 

 Com esta notação, e usando o resultado (A.2), o dual do problema (3.7) toma a 
seguinte forma: 
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b
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 (3.8) 

 
 Assim sendo, 
 

 ,==
=1=1 jj

M

jii
N

j
''' qvpuqvpub ∑∑ ++Λ   

 
 e 
 

 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤+

≤+
≤+

≤+

≤Λ

).~,(

)~,(
)~,(

)~,(

=
1212

11

1111

MNMN

MM'

wwvu

wwvu
wwvu

wwvu

CA

μ

μ
μ

μ

M

M

  

 
 Logo, resolver o problema (3.2) equivale a resolver o problema (3.8), que por sua 

vez resulta em 
 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤++∑∑ )~,(:max=),(
1=1=,

jijijj

M

j
ii

N

ivu
wwvuqvpuQP μγ μ  (3.9) 

para Ni 1,...,=  e .1,...,= Mj  A extensão deste resultado ao caso contínuo se dá sem 
grandes complicações na subseção a seguir. 

 

3.2.2 – Dualização dos Problemas MK e KR - caso contínuo 
 
 A extensão das relações duais do problema MK ao caso contínuo, segue da 

definição de integrabilidade a Riemamm. A integral de Riemamm é definida como uma 
soma infinita de partições do domínio da função. Para fixar as idéias, na reta real, a integral 
definida de uma função é dada por 

 
 ),(lim=)(=)(lim 10=10= iii

n

in
b
aiii

n

in ttMdxxfttm −− +∞→+∞→ ∑∑   
 

onde o conjunto },...,,{ 10 nttt  representa uma partição do intervalo .],[ R⊂ba  Os valores im  
e iM  são, respectivamente, o ínfimo e o supremo da função f  no intervalo de reta ].,[ 1+ii tt  

Desta maneira, podemos considerar o problema (3.1) como um programa linear 
(considerando uma partição suficientemente grande do domínio da função ),( ⋅⋅μ ). 
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Procedendo como no caso discreto, a representação dual do problema (3.1) segue da forma 
 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Θ∈Θ∈≤++ ∫∫
ΘΘ

.~,,)~,()~()(:)~()(sup=),(
,

QP

QP
vu

wwwwwvwudQwvdPwuQP μγ μ  (3.10) 

 
Para obter a representação dual do problema KR, é suficiente seguir os mesmos 

passos utilizados para a obtenção do dual do problema MK. Visto que o problema (3.4) é 
um programa linear (PL), e que (3.3) pode ser aproximado por um PL (devido à definição 
de integrabilidade à Riemamm) a representação dual do problema KR segue da forma 

 

 .~,,)~,()~()(:)()(sup=),(
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Θ∈≤−−∫
Θ

wwwwwuwuQPdwuQP
u

μξμ  (3.11) 

Para mais detalhes, ver [22]. 
Se a função μ  for simétrica, segue das restrições do problema (3.11) que 
 

 
).,~()~()()

);,~()()~()
;~,  todopara)~,()~()()

wwwuwuiii
wwwuwuii

wwwwwuwui

μ
μ
μ

−≥−
≤−

Θ∈≤−
  

 
Usando a simetria da função ,μ  de )i  e ),iii  tem-se que 

 
 ),~,()~()(),~( wwwuwuww μμ ≤−≤−   

 
que é equivalente a 

 
 ).~,()~()( wwwuwu μ≤−   

 
Logo, pode-se escrever (3.11) como 

 

 .~,,)~,()~()(:)()(sup=),(
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Θ∈≤−−∫
Θ

wwwwwuwuQPdwuQP u μξμ   

 
Afirmação: O valor ),( QPμξ  é não-negativo. 

Suponha o contrário, i.e., 0<)()(∫
Θ

−QPdwu  para uma função u  solução do 

problema (3.11). Tomando ,:= uv −  tem-se que 0,>)()(∫
Θ

−QPdwv  e as restrições 

)~,()~()( wwwvwv μ≤− , Θ∈ww ~,  continuam sendo satisfeitas. Isto contradiz a hipótese de 
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que u  seja uma solução do problema (3.11). 
 
Portanto não há alteração na solução do problema em considerar o valor absoluto na 

função objetivo do problema KR. 

 .~,,)~,()~()(:)()(sup=),(=),(
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Θ∈≤−−Ξ ∫
Θ

wwwwwuwuQPdwuQPQP
u

μξμμ  (3.12) 

 
A seguir, algumas relações entre os funcionais de Monge-Kantorovich e 

Kantorovich-Rubistein. 
 

3.2.3 – Relação entre os problemas MK e KR 
 
 Serão apresentadas nesta subseção, algumas condições que asseguram a igualdade 

entre os funcionais (3.1) e (3.3). Primeiramente, suponha que a função μ  satisfaça as 
condições de "função distância"  seguintes 

 

 

.~,  todopara )~()()~,(:que tal
imitados,conjuntosl em limitada:função uma Exista)

; em osubconjunt  todopara
zero, a  tende doquan  zero a  tende}~~,:)~,({sup)

;(simetria) ~,  todopara ),~(=)~,()

;~=se, somente ese, 0=)~,()

Θ∈+≤
→Θ

Θ
≤−∈

Θ∈

+

wwwwww
iv

wwwwwwiii

wwwwwwii

wwwwi

ττμ
τ

δδμ

μμ

μ

R

B
||||B,  

  
A seguir analisa-se quando estas propriedades são satisfeitas. 
 
* Se )~,( wwμ  é uma norma, as quatro propiedades valem. 
* Se )~,( wwμ  é uma função contínua, a propriedade iii  é satisfeita. 
* Se Θ  é um conjunto compacto e )~,( wwμ  é uma função contínua, ( iv ) vale, já 

que toda função contínua em um conjunto compacto é limitada. Assim, existe R∈M  tal 
que, Mww <)~,(μ  para todo ,~, Θ∈ww  fazendo /2,||}||{1,max=)( Mwwτ  segue o 
resultado. 

Um exemplo de função μ  satisfazendo tais propriedades é dado por 

+→Θ×Θ R:hμ  como 
 

 ||)}~(||||),(||{1,max||~=||)~,( 00 wwhwwhwwwwh −−−μ   
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onde 0w  é um elemento dado em ,Θ  e ++ →RR:h  é uma função contínua e não 
decrescente. 

Claramente, a função hμ  satisfaz as propriedades i  a iii . Já a propriedade iv  é 
satisfeita para 

 
 ||)}.(||{1,max||||2=)( 00 wwhwwwh −−τ   

 
 Para verificar esta afirmação, considere três possibilidades na operação do máximo 

definindo hμ  (os casos restantes são análogos). 
  
 Caso 1 Se ||)~(||||),(||(1,max 00 wwhwwh −−  1=) , então 

||~=||)~,( wwwwh −μ  |||| 0ww−≤  +  ||~|| 0ww −  ||||2 0ww−≤  +  ||~||2 0ww −  
),~()(= ww hh ττ +  como se queria mostrar.   

  
 Caso 2 Se ||),~(||>1>||)(|| 00 wwhwwh −−  então 

||)(||||||||)(||||~=||)~,( 000 wwhwwwwhwwwwh −−≤−−μ  +  ||).(||||~|| 00 wwhww −−  
Como h  é não-decrescente, ||,~|||||| 00 wwww −≥−  pela hipótese do caso, segue que 

||).(||||||2)~,( 00 wwhwwwwh −−≤μ  Por hipótese e pela definição de hτ , 
||)(||||||2=)~()( 00 wwhwwww hh −−+ττ  .||~||2 0ww −+  Portanto, 

).~()()~,( wwww ττμ +≤    
  
 Caso 3 Se 1,>||)~(||>||)(|| 00 wwhwwh −−  o resultado é análogo ao caso 2.   
 
Logo, está comprovado que hμ  satisfaz também a condição .iv  
A seguinte proposição estabelece condições para garantir a igualdade entre os 

problemas duais (3.2) e (3.4). 
  
 Proposição 2  Considere o caso discreto em que o espaço amostral PΘ  contém o 

espaço amostral ,QΘ  isto é,  

 },,...,{=}~,...,~{= e },...,{=
111 MjjMQNP wwwwww ΘΘ  

sendo .},...,{
1 PMjj ww Θ⊂  Considere também a função μ  satisfazendo as condições )i  e 

)ii  de função distância. Com estas considerações o par ótimo ( vu , ), associado ao 
problema (3.9), possui a seguinte relação: 

 .= se,= kkji jivu −  

 
 Prova. Ver apêndice B.    
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Definindo 0:=
i

q  para ,\ QPiw ΘΘ∈  e utilizando o resultado da Proposição 2, 

pode-se então reescrever o problema (3.9) da forma 
 

 
{ }.1,...=,1,...,=,)~,(:)(max=),( 1= MjNiwwuuqpuQP jijijii

N

iu μγ μ ≤−−∑   
 
Logo, se a função ),( ⋅⋅μ  satisfaz as condições i)-iv), segue a igualdade 
 

 ),,(=),( QPQP μμ ξγ   
 

ou de forma equivalente, 
 

  
 ).,(=),( QPKRQPMK  (3.13) 

  
 
Se a função μ  for simétrica ( ),~(=)~,( ijji wwww μμ ), usando o resultado (3.12), o 

problema dual de (3.2) é dado por 
 
 { },)~,()~()(:)~()(max=),( jijiQP

u
wwwuwuwuEwuEQP μγ μ ≤−−  (3.14) 

para Ni 1,...,=  e ,1,...,= Mj  sendo .)(=)(
=1 ii

N

iP pwuwuE ∑  
 
A extensão deste resultado ao caso contínuo foi mostrada pelo matemático Leonid 

V. Kantorovich em 1942. Este será o assunto a seguir. 
  
 Teorema 1 (Teorema de Kantorovich). Considere o funcional 

 ,)()(sup:=),( ∫∫
ΘΘ∈

−
QP

Ff
dQwfdPwfQP

μ

κ  (3.15) 

para { },)~,()~()(;::= wwwgwggF μμ ≤−→Θ R  e para P  e Q  duas medidas de 

probabilidades em um espaço métrico separável Θ  que contém os espaços amostrais PΘ  e 
.QΘ  Considere também uma função μ  como definida em ,+→Θ×Θ R  satisfazendo as 

condições ( i  - iv ). 
Então, 
 ).,(=),( QPQPMK κ  
   
 Prova. A prova deste teorema é feita em duas etapas. A primeira consiste em 

provar a desigualdade ),,(),( QPQPMK κ≥  e a segunda etapa consiste em provar a 
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desigualdade contrária. Será feita a seguir a prova da primeira etapa; a segunda 
desigualdade pode ser verificada em [22]. 

Dada ,μFf ∈  e uma probabilidade bivariada η  com distribuições marginais P  e 
,Q  se tem que 
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Como f  e η  são arbitrárias, tomando o sup f  no lado direito e tomando o inf η  no 

lado esquerdo da desigualdade acima, tem-se que ),(),( QPMKQP ≤κ ; como se queria 
mostrar. ▄ 

 
Para o caso particular da ROC, o resultado do teorema de Kantorovich já havia sido 

provado em (3.13) e (3.14). 
A seguir serão apresentadas algumas métricas probabilísticas. Em particular, será 

estudada a métrica de Fortet-Mourier que, por suas características intrínsecas, possui uma 
importante relação com o problema (3.14). 

 

3.3 – Métricas Probabilísticas e Resultados de Estabilidade 
 
Esta seção apresenta diferentes exemplos para medir a distância entre duas 

distribuições de probabilidades. Tais funções são chamadas de métricas probabilísticas. 
Serão apresentados também alguns resultados de estabilidade que permitem analisar a 
aplicabilidade de uma métrica probabilística dada para a ROC. 

A escolha de uma métrica adequada é de grande importância para a ROC, pois 
determina quais serão os cenários selecionados. Também como conseqüência da métrica 
escolhida, são obtidos os melhores pesos para os cenários preservados (os cenários 
mantidos após aplicar a estratégia de ROC), mediante uma redistribuição de probabilidades. 

A seguir as definições de distâncias probabilísticas. Para maiores detalhes sobre este 
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assunto, consultar a referência [11]. 
 
Métricas Probabilísticas 
 
 Sejam P  e Q  duas medidas de probabilidades e, μFf ∈  uma função semicontínua 

inferiormente definida em RR →×Θ n , onde μF  é uma família qualquer de funções 

convexas com respeito à variável de decisão nx R∈ . 
Uma métrica probabilística define uma distância entre distribuições de 

probabilidades. Esta distância pode ser baseada nos valores esperados correspondentes a 
uma família de custos :μF  

 

 .),(),(sup=),( ∫∫
ΘΘ∈

− dQxwfdPxwfQPd
Ff μ

  

 
A seguir, serão apresentadas diferentes famílias μF , bem como suas 

correspondentes métricas probabilísticas. 
 

3.3.1 – Distância Variacional 
 
 Esta distância utiliza o conceito de função indicadora. A função indicadora ,A1  

também conhecida como "indicador" de um conjunto Θ⊂A , é uma função que assume o 
valor 1 em A  e 0  no seu complemento. 

 

 
⎩
⎨
⎧

∉
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. se 0
 se 1
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A

1
w
w
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A distância associada à classe de funções indicadoras é conhecida como distância 

variacional. Matematicamente, ela assume a seguinte forma: 
 

 ,))(()(sup=),( ∫
ΘΘ∈

− wQPdwQPd
w

V A1   

 
onde )( QPd −  é a função de densidade de probabilidades correspondente a diferença das 
distribuições P  e .Q  

 

3.3.2 – Distância de Kolmogorov-Smirnov (KS) 
 
 A distância KS é definida como a maior diferença entre as distribuições de 
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probabilidades acumuladas correspondente a P  e ,Q  mais precisamente, sejam P  e Q  
distribuições de probabilidades e Θ∈w  um evento. A distância de Kolmogorov-Smirnov é 
dada pela expressão: 

 

 .)()(sup=),( dttdQdttdPQPd
ww

wKS ∫∫ ∞−∞−Θ∈ −   

 
Tanto a distância KS quanto a distância variacional medem a proximidade entre P  

e Q  independentemente de qualquer problema de otimização. A seguir consideram-se 
distâncias que levam em conta funções de custos de problemas de otimização para medir a 
proximidade entre as duas probabilidades. 

 

3.3.3 – Distância de Fortet-Mourier 
 
 Seja +→Θ×Θ R:μ  dada por 
 
 },||~||,||||{1,max||~=||)~,( 1

0
1

0
−− −−− rr wwwwwwwwμ  (3.16) 

 
para 0w  um elemento fixado a priri em ,Θ  e 1≥r  um número real fixo.  Para o caso de 
probabilidades associadas com árvores de cenários, uma possível escolha de 0w  é o vetor 
formado pelos valores esperados da distribuição P  em cada estágio de tempo, 

 
 ],,...,,[= 21 T

PPPo wEwEwEw  com ,)(= =1
t
i

t
i

N
i

t
P wwpwE   

 
 ver Figura 3.2. 

 
Figura 3.2: Uma possível escolha de w₀. 

 
Para esta função μ , a classe μF  de funções Lipschitz-contínuas9 de ordem ,L  induz 

                                                 
9 Uma função f  é Lipschitz-contínua com constante L  se para quaisquer yx,  nR∈  tem se que 
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a distância chamada de Fortet-Mourier: 
 

 .)~,(),~(),(:),(),(sup=),(
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
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wwwfwfdQxwfdPxwfQPd
Ff

FM μ
μ

 (3.17) 

 
Note que a métrica FMd  nada mais é do que o funcional (3.15) definido no Teorema 

1. Logo, resolver o problema MK equivale a medir a distância entre P  e .Q  
Desta forma, um motivo importante para se usar a métrica FMd  para selecionar 

cenários de uma árvore, é a preservação da proximidade entre os valores ótimos ),( xwfEP  
e ),,( xwfEQ

(  onde ),,( εxBx∈(  para 0>ε  pequeno. 
 

3.3.4 – Distância de Wasserstein 
 
 A distância de Wasserstein é um caso particular da distância de Fortet-Mourier. 

Mais precisamente, resulta de escolher 1=r  na função μ  definida em (3.16): 
 

 .||~||),~(),(:),(),(sup=),(
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤⋅−⋅− ∫∫
ΘΘ∈

wwwfwfdQxwfdPxwfQPd
Ff

W
μ

  

 
Pelos motivos mencionados nos itens )i  e )ii  acima ,  este trabalho faz uso da 

métrica de Fortet-Mourier. Passa-se agora a uma análise detalhada da função ,μ  
fundamental para os resultados de estabilidade. 

 

3.3.5 – Resultados de Estabilidade 
 
 Para uma medida de probabilidade dada, considere o problema (3.18) a seguir e os 

seguintes conjuntos 
 
 ),(min xwfEP

Xx∈
 (3.18) 

 
 e}:),({inf:=)( XxxwfEPV P ∈  (3.19) 
 
 },)(),(:{:=)( εε +≤∈ PVxwfEXxPS P  (3.20) 

 

                                                                                                                                                     
|)()(| yfxf −  .|||| yxL −≤  



 
 

 
Relatório Técnico – Projeto GEVAZP 30 
 

para cada 0.≥ε  Claramente, )(PV  é o valor ótimo do custo esperado para o problema 
(3.18) e )(=)( 0 PSPS  é o conjunto solução. 

Uma etapa fundamental da ROC consiste em determinar valores para uma 
distribuição de probabilidade Q , que mantenha a "proximidade" )(QV  com )(PV . A 
noção de proximidade é avaliada através de resultados de estabilidade que proporcionam 
condições adequadas para a redistribuição dos cenários preservados, evitando a dispersão 
entre )(QS  e )(PS . 

Dada duas medidas de probabilidade P  e Q , o Teorema 2 a seguir estima a 
proximidade entre ))(()( QSQV ε  e )),(( )( PSPV ε  em relação a uma métrica probabilística 
dada. Para isto, considere a notação a seguir: )(0,ρB 10 é a bola fechada de raio ρ  em nR , 

)(ΘP  uma família de subconjuntos de ,Θ  e Þ f  o conjunto de medidas de probabilidades 
dado por: 

 

Þ f
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∞≤−∞Θ∈ ∫∫
Θ ∩∈Θ

∩∈
0.>  todopara <),(sup),(inf<:)(:=

)(0,)(0,
ρ

ρρ
dQxwfdQxwfQ

BXxBXx
P   

 
Considere também a distância entre ∈QP,  Þ f  

 

 ∫∫
ΘΘ∩∈

− dQxwfdPxwfQPd
BXx

f ),(),(sup=),(
)(0,

,
ρ

ρ  para cada 0.>ρ   

 
  
 Teorema 2 Dado ∈P  Þ f , suponha que )(PS  é não vazio e limitado. Então 

existem constantes 0>ρ  e 
_

ε  0>  tais que 
 
 (0,1),)),(()()(  ),(|)()(| ,, BQPdMPSQSeQPdQVPV ff ρρ +⊂≠∅≤−  

sempre que ∈Q  Þ f  com .<),(, ερ QPd f  Além do mais, para qualquer )(0,
_

εε ∈  tem-se 
que: 

 d quando ),(2))(),(( , QPdQSPS f ερεε ε
ρ

+∞ ≤ ∈Q  Þ f  com .<),(, εερ QPd f +   

 
Neste teorema, ),(2:=)( 1 ηψηη −+M  0>η , onde  

},))(,(:)(),({min:=)( ττψ ≥−∈ PSxdPVxwfEpnx R  para 0>τ  

                                                 
10 Por definição, ||:||{:=)(0, xxB nR∈ρ  }ρ≤  
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é a função condicionada ao problema (3.18);  d |),(),(|sup:=),( DxdCxdDC nx −∈∞ R  é a 
distância de Pompeiu-Hausdorff entre os conjuntos fechados e não vazios ;, nDC R⊂  e 

||||inf:=),( yxCxd Cy −∈  é a distância de nx R∈  a .nC R⊂  
 
Para a demonstração, ver [6]. 

 
O Teorema 2 mostra que existe uma bola em ,nR  centrada em zero e com raio ,ρ  

tal que a diferença em módulo dos valores esperados de duas distribuições de 
probabilidades com relação a função ),( xf ⋅  no ponto ótimo de (3.18) é menor que o 
supremo, também em módulo, dos valores esperados para todo x  pertencente a esta bola: 

 
 ),,(|)()(| , QPdQVPV f ρ≤−   

 
 ou seja, 

 
 .|),(),(|sup),(inf),(inf )(0, xwfExwfExwfExwfE QPBXxQXxPXx −≤− ∩∈∈∈ ρ   

 
Além disso, o conjunto solução )(QS  é não-vazio e está contido no conjunto 

solução )(0,)( ρBPS + . Deste resultado segue que a diferença dos valores ótimos é finita, e 
que, se )(QS  não está contido em )(PS , pelo menos está próximo deste conjunto. 

O resultado observado vale quando Þ f  é um subconjunto de )(ΘP  e ),(, QPd f ρ  é 
limitada superiormente por outra distância ),( QPd  bem definida. A distância ),( QPd  é 
chamada distância canônica ou métrica probabilística ideal associada ao problema (3.18), 
se ela tem a seguinte forma 

 

 .),(),(sup=),( ∫∫
ΘΘ∈

− dQxwfdPxwfQPd
Ff μ

  

 
Um resultado de estabilidade envolvendo uma métrica ideal é apresentado na 

proposição seguinte. 
  
 Proposição 3 Sejam ∈QP,  Þ f  e considere que 

a) O conjunto )(PS  é não vazio e nU R⊇  é uma vizinhança aberta e limitada de 
);(PS  

b)  },:),({inf:=)( UXxxwfEQV QU ∩∈ );(=),(:{:=)( QVxwfEUXxQS UQU ∩∈  

c) ({:= fFμ . ),~,(),~(),(,:), wwxwfxwfUXxx μ≤−∩∈  para todo };~, Θ∈ww  
d) )(PSx∈ , )(~ QSx U∈ , i.e, )(=),( PVxwfEP  e ).(=)~,( QVxwfE UQ  
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Então, vale a seguinte desigualdade 
 
 ).,()()( QPdQVPV U ≤−  
 
 Prova. Sendo o conjunto U  uma vizinhança do conjunto solução ,)( ∅≠PS  e f  

um elemento da classe de funções μF , considere as possibilidades I e II. 
 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−≤
−

−≤

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−≤
−

−≤

∫∫∫∫
ΘΘΘΘ

.),(),(=
),(),(
),()~,(=

)()(0

II

.)~,()~,(=
)~,()~,(
)~,(),(=

)()(0

I

dPxwfdQxwf
xwfExwfE
xwfExwfE

PVQV

dQxwfdPxwf
xwfExwfE
xwfExwfE

QVPV

PQ

PQ

U

QP

QP

U

 

 
Logo,  

 

),,(=

),(),(sup

),(),(,)~,()~,(max)()(

QPd

dPxwfdQxwf

dPxwfdQxwfdQxwfdPxwfQVPV

Ff

U

∫∫

∫∫∫∫

ΘΘ∈

ΘΘΘΘ

−≤

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−≤−

μ

 

 como se queria mostrar. ▄ 
 

Considere agora o programa estocástico (3.18); assumindo que a função μ  satisfaça 
as condições de função distância ( i  - iv ), e que a distribuição de probabilidade P  pertença 
a um espaço métrico separável Θ . Se o conjunto solução )(PS  de (3.18) é não vazio e 
limitado, pelo Teorema 2 e Proposição 3 podem ser verificadas propriedades de 
estabilidade nos valores )(PV  e nas soluções aproximadas )(PSε  com respeito a 

).,( QPdFM  
Como o teorema de Kantorovich garante a igualdade entre os funcionais ),( QPMK  

e ),,( QPκ  segue que ).,(=),( QPdQPMK FM  Assim sendo, no caso discreto - o campo de 
interesse deste trabalho - o funcional de Kantorovich ),( QPMK  (nestas condições, a 
métrica de Fortet-Mourier) será a principal ferramenta no processo de redução de cenários. 
Além disso, a métrica de Fortet-Mourier será de grande importância na redistribuição dos 
cenários preservados, pois através dela chega-se a uma fórmula de redistribuição que 
garante aderências estatísticas entre os dados originais e reduzidos, e deste modo, 
proporciona uma maior proximidade (medida pela métrica FMd ) entre os conjuntos 
soluções )(PS  e ).(QS  

Com os resultados apresentados é possível medir a proximidade entre os valores 
ótimos obtidos a partir dos dados originais e reduzidos. No entanto, ainda não foi 
mencionado nada a respeito de como se proceder para reduzir os cenários. Este assunto será 
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tratado no próximo capítulo, onde serão propostos e desenvolvidos métodos recursivos para 
a obtenção dos cenários a serem descartados, assim como fórmulas práticas para a 
redistribuição das probabilidades para os dados preservados. 
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4 - O Problema de Redução de Cenários 
 
Este capítulo descreve os algoritmos necessários para realizar a redução ótima de 

cenários. Tais procedimentos são fundamentados nos resultados de estabilidade para 
métricas probabilísticas apresentadas no Capítulo 3, mais especificamente para a métrica de 
Fortet-Mourier, FMd  (Teorema 2 e relações (3.13) e (3.14)). 

Como foi mencionado no Capítulo 2, muitos problemas de otimização podem ser 
modelados como programa estocástico em multi-estágios, no qual os eventos aleatórios são 
representados por uma árvore de cenários. A dimensionalidade destes cenários pode tornar 
o problema computacionalmente inviável, seja pela necessidade de um longo tempo de 
cálculo, ou até pela impossibilidade de processamento dos dados necessários para 
representar a árvore. Assim sendo, verifica-se a necessidade de reduzir o número de 
eventos para que seja possível resolver o programa estocástico. 

 

4.1 – O Problema 
 
Dado um conjunto de cenários organizados em formato árvore, seja P  a 

distribuição de probabilidades discreta associada a este conjunto. Considere o problema de 
otimização 

 
 ),(min xwfEP

Xx∈
 (4.1) 

 
onde ,: R→×Θ Xf  nX R⊂  o conjunto das variáveis de decisão, TR⊂Θ  o espaço 
amostral com N  cenários ,iw  };{1,2,...,= NIi∈  cada cenários iw  com uma probabilidade 

)(= ii wPp  conhecida e ii
N

iP pxwfxwfE ),(=),(
1=∑  o valor esperado dos custos. Quando o 

número de cenários N  é muito grande, por exemplo maior que 10000 , a resolução direta 
de (4.1) é computacionalmente inviável. Para tanto, procura-se reduzir o número de 
cenários N  para ,redN  com redN  muito menor que ,N  de modo que a resolução do 
problema de otimização a seguir seja de resolução mais simples. 
 

 ),,(min *,
xwfE

QJXx
∗

∈
 (4.2) 

 
para ,),(=),(

\, * iiJIiQJ
qxwfxwfE ∑ ∗∈∗  onde },...,,{= 21 redNNjjjJ −

∗  é o conjunto ótimo de 

índices de cenários a serem descartados e }...,,{= 21 redNqqqQ∗  a redistribuição ótima dos 

cenários preservados. A escolha ótima do par ),( ∗∗ QJ  será feita de modo a garantir a 
proximidade entre os problemas (4.1) e (4.2) (definida em (3.19), (3.20) e pelo Teorema 2). 



 
 

 
Relatório Técnico – Projeto GEVAZP 35 
 

 

4.1.1 – Redução Ótima 
 
 De modo geral, se procura obter um conjunto de índices },...,{= 1 redNNjjJ −

∗  e 

distribuição de probabilidades ∗Q , tais que a distância entre os valores ótimos seja mínima 
 

 ε≤− ∗)()( QVPV  e ),(0,)()( ρεε BPSQS +⊂∗   
 

para algum 0≥ε  e 0≥ρ  tão pequenos quanto possíveis. 
Assim sendo, devem-se considerar os assuntos fundamentais a seguir: 
 
- Como selecionar os índices de cenários a constituir o conjunto ótimo ∗J  que será 

descartado? 
- Como obter a nova, e ótima, distribuição ∗Q  para os cenários preservados? 
 
Intuitivamente, a resposta destas questões se baseia na minimização da distância 

entre os valores funcionais dos problemas (4.1) e (4.2): 
 
 .),(),(min ,

,
xwfExwfE QJP

QJ
−  (4.3) 

 
Por meio desta representação é possível fazer uma analogia entre o problema (4.3) e 

a métrica de Fortet-Mourier definida em (4.4). 
 
 .)~,(),(max=),(

11 ∑∑ ==∈
−

M

j jj
N

i ii
Ff

FM qwxfpxwfQPd
μ

 (4.4) 

 
O uso da métrica de Fortet-Mourier é crucial para a ROC, pois a partir desta métrica 

pode-se obter, por dualidade em PL, uma representação explícita e compacta para 
determinar o par ),( ∗∗ QJ . Se a função μ  satisfaz as condições de função distância ( i  - iv ) 
do Capítulo 3, a métrica (4.4) coincide com o problema de transporte de Monge-
Kantorovich11, e a classe de funções μF  é dada por 

 
 { }.1,...=,1,...,=,,)~,(),~(),(= MjNiXxwwxwfxwfF jiji ∈≤− μμ   

 
 Assim sendo, o par ótimo ),( ∗∗ QJ  pode ser obtido por  
 

                                                 
11 Note que esta métrica é a versão discreta do funcional definido no Teorema de Kantorovich 1. 
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 { }.#,0,1:),(min
\, redlJIl lFMQJ NNJqqQPd −=≥=∑∈

 (4.5) 
 
A minimização de ,FMd  garante os resultados de estabilidade apresentados no 

Teorema 2. 
A tarefa de selecionar os redNN −  índices ótimos (que definem o conjunto ∗J ) 

pode ser formulada como um problema de programação inteira 0-1. A seguir, uma 
representação alternativa do problema de redução ótima de cenários (4.5). 

 

4.1.2 – Formulação Matemática 
 
 Uma maneira alternativa de escrever o problema de ROC, consiste em separá-lo em 

dois níveis diferentes de otimização:  
 

 
{ }

{ } nível). segundo de (problema,0,1=:),(min=)(

nível) primeiro de (problemaonde,=:#)(min

\
≥

−

∑ ∈ lJIl lFM
Q

red
J

qqQPdJc

NNJJc
 

 
O problema de segundo nível, )(Jc  , minimiza a métrica de Fortet-Mourier na 

variável Q , para um conjunto J  fixo. A formulação da ROC em dois níveis tem o intuito 
de separar as variáveis e obter, para o problema de segundo nível (que define a função 
objetivo para o primeiro nível) uma formulação explícita, descrita a seguir. Tal formulação 
dispensa os algoritmos de programação inteira que, na maioria das aplicações exigem um 
esforço computacional muito elevado. 

 
Representação Explícita do Problema de Segundo Nível. 
 
 O objetivo desta subseção é descrever uma representação compacta do problema 

)(Jc , que não só servirá para encontrar a distribuição ótima ∗Q , como também será 
utilizada para selecionar os índices de cenários },...,{ 1 redNNjj −  a serem descartados. 

  
 Teorema 3 (Redistribuição Ótima). Considere o problema )(Jc ; dado um 

conjunto J  }{1,2,...,= NI⊂ , o valor mínimo do problema de segundo nível é dado por 
 
 ).,(min=)(

\ ljJIlj
Jj

wwpJc μ
∈

∈
∑  (4.6) 

Além disso, o mínimo é atingido em: 
 ,JIlppq j

lJj
ll \ cada para = ∈+∑

∈

 (4.7) 

com )}(={:= jllJjJl :∈  e ∑∈
∈

JIl lj wwjl
\

),(minarg)( μ  para cada .Jj∈    
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 Prova. Por conveniência notacional, seja ),(:= jiij wwμμ  para cada .Iji ∈,  Dado 

,IJ ⊂  das representações primal (3.2) e dual (3.9) do problema ),( QPMK  segue que 

{ }
{ }.\,,:max=

,=,\=0,:min=),(

\=1,

\=1,

JIlIivuqvpu

IipJIlqQPMK

illillJIlii
N

ivu

iilJIllil
N

iilli ilil

∈∈≤++

∈∈≥

∑∑
∑∑∑

∈

∈

μ

ηηηημ
η  

 
Lembrando que, pelo Teorema 1, ),,(=),( QPdQPMK FM  ou equivalentemente, 

)(=),(min JcQPMKQ  para um conjunto J  dado, faz-se a prova em duas partes. 
 
-Parte 1: Será mostrado que ∑ ∈ ∈Jj jlJIljp μ

\
min  é um limite inferior de ),( QPMK  para 

u  e v  viáveis para a representação dual. 
 
-Parte 2 : Será mostrado que ,min),( ∑ ∈ ∉

≤
Jj jlJljpQPMK μ sendo 

 },...,{= 1
∗∗∗

redNqqQ  os pesos ótimos de probabilidades. 
 
Parte 1: Sejam os vetores duais u  e v  com componentes :=iu  ikJIk

μ
\

min
∈

 para cada 

Ii∈  , e 0=lv  para cada .JIl \∈  Pela definição, 0=iu  para cada Ji∉  e, portanto, 
para JIl \∈  tem-se que 

 
.JIivu

Jiuvu

illi

ilili

\ todopara0=
 todopara=

∈≤+
∈≤+

μ
μ

 

Em conseqüência, u  e v  são viáveis para a formulação dual, e assim 
 

{ }
).,(=

\,,:max

=min

\1=,

\1=\

QPMK
JIlIivuqvpu

qvpup

illillJIlii
N

ivu

llJIlii
N

iJ jlJIli

∈∈≤++≤

+

∑∑
∑∑∑

∈

∈∈ ∈

μ

μ

 

 
Logo, ),(min

\
QPMKp jlJIljJj

≤
∈∈∑ μ  para qualquer u  e v  viáveis, como se queria 

provar. 

Parte 2: Seja o vetor primal 
_

η  com componentes 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
∈

∈∈

contrário. caso0
\=,

\,,
:=

_
JIlip

JIlJip

i

li

ilη  

Para cada JIl \∈  definindo =∗
lq  ∑N

i 1=
 il

_

η  tem se que: 
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 .==
_

i

lJi
lil

li
ll pppq ∑∑

∈≠

∗ ++ η  

Verifica-se também que 

 ,

_

\
= iil

JIl
pη∑

∈

 

tanto para li =  e ,JIl \∈  como para li ≠  e .lJi∈  Como as componentes de 
_

η  são todas não negativas, segue que 
_

η  é viável para a representação primal de ),( QPMK  
quando ∗QQ =  e, portanto, 

 .),(
_

, ililli
QPMK ημ∑≤  

Mas, para cada ,Ji∈  pela definição de ,lJ  existe um JIl \∈  tal que 
.min:=

\ ilJIlli μμ
∈

 

Assim sendo,  

 ,min==
\

_

, ilJIliJiliiJiililli
pp μμημ

∈∈∈ ∑∑∑  

como se queria provar.  ▄  
 
Com este resultado crucial, a ROC passa a ter a seguinte estrutura: 
 
 { }.=:#),(minmin

\ redljJIljJiJ
NNJwwp −

∈∈∑ μ  (4.8) 

 
A correspondente redistribuição de probabilidades é dada por (4.7). Com esta 

formulação, a ROC consiste em conferir todos subconjuntos J  de I  com cardinalidade 
redNN − ; um problema de natureza combinatória que, dependendo do número de 

cenários, pode ser inviável computacionalmente. Mais precisamente, o número de 
candidatos J  entre os quais se deseja escolher o conjunto ∗J , é dado por: 

 

 .
!)!(

=
redredred NNN

N
N
N

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
  

 
Se, por exemplo, a cardinalidade dos dados iniciais é 100,=N  e deseja-se reduzir o 

número de cenários para 40=redN , têm-se 25101374.6 ⋅  candidatos a ∗J . Desta forma, 
calcular )(Jc  para todo candidato J  não é razoável. No próximo capítulo serão 
apresentados algoritmos, baseados nos valores de ),(Jc  que selecionam os melhores 
cenários a serem descartados. Estes algoritmos operam de forma "inteligente" , 
proporcionando um esforço computacional bastante reduzido. O funcionamento de tais 
algoritmos será explicado através de exemplos. 
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Uma vez selecionados os índices do conjunto ∗J , o Teorema 3 também apresenta 
uma fórmula explícita para se obter ,∗Q  a redistribuição ótima de probabilidades dos 
cenários preservados. Sua interpretação se resume ao fato de que a nova probabilidade para 
o cenário mantido deve ser igual a probabilidade que possuía, mais a soma de todas 
probabilidades dos cenários próximos que foram descartados. 

A fim de esclarecer o procedimento da regra ótima de redistribuição, o simples 
exemplo numérico a seguir explica a definição do conjunto :JjJl ∈{=  )}(= jll . Ao 
mesmo tempo, o exemplo permite a visualização da última passagem do Teorema 3, isto é, 

a igualdade .min=
_

, ilJliJiililli
cpc

∉∈∑∑ η  

  
 Exemplo 1 Considere os cenários representados na Figura 4.1a. 
 

 
Figuras: a) Dados originais b) Dados reduzidos. 

 
Suponha que se escolha {2,4},=J  ou seja, que os cenários 2 e 4 sejam descartados, 

conforme mostra a Figura 4.1b. Suponha ainda que para uma função μ  dada, verifica-se 
que dentre os cenários preservados, o cenário 3 está mais próximo do cenário descartado 2: 

),(),( 232 lwwww μμ ≤  para todo JIl \∈ . Do mesmo modo, suponha que o cenário 3 
está mais próximo do cenário descartado 4: ),(),( 434 lwwww μμ ≤  para todo JIl \∈ . 

Assim sendo, 

.minarg(4)=3
)),(=:obs(,minarg(2)=3

4\

2\

lJIl

jiijlJIl
l

wwl
μ

μμμ

∈

∈

∈
∈

 

Segundo a definição de ,lJ  {2,4}=3J  e ,== 51 ∅JJ  pois os cenários 1 e 5 não 
são os mais próximos dos cenários descartados. 

Seja ip  a probabilidade de ocorrência do cenário ,iw  para 1,2,3,4,5.=i  Pela 

definição de ,
_

ilη  segue o seguinte resultado para JIl \∈ : 

1=== 111

_

jipη , 

,2== 223

_

3Jip ∈η  
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3=== 333

_

jipη , 

,4== 443

_

3Jip ∈η  

5=== 555

_

jipη ; e 

0,=
_

ilη  para todos outros casos. 
 Logo, 

 

.min=
minmin=

=000=
=

\

4\42\2

443223544332231

555443333223111

_

,

jlJIljJj

lJIllJIl

ililli

p
pp

ppppppp
ppppp

μ

μμ
μμμμ

μμμμμημ

∈∈

∈∈

∑

∑

+
+++++

++++

 

As novas probabilidades dos cenários preservados são dadas por j
lJjll ppq ∑ ∈

+= .  

Assim, a redistribuição é dada da seguinte forma: 
 
 }.=0;=;=0;=;={= 5544233211 pqqpppqqpqQ ++∗  
 
Podem-se obter outras formas de redistribuir probabilisticamente os cenários 

preservados. Uma alternativa é somar à lp  com JIl \∈  apenas uma parcela da soma 
total das probabilidades jp  com Jj∈ , por exemplo, para cada JIl \∈  

 
 ,= Jlll ppq λ+  (4.9) 
 

com ,= jJjJ pp ∑ ∈
 ,JIll \0, ∈≥λ  e 1.=

\ lJIl
λ∑∈

 

 
Quando se usa esta redistribuição, o teorema a seguir fornece um limite superior 

para ),( QPMK . 
  
 Teorema 4 Quando o conjunto }{1,2,..., NJ ⊂  é dado, e a probabilidade 

{ }
redNqqQ ,...,= 1  é obtida pela regra de redistribuição (4.9), tem-se a seguinte 

desigualdade: 
 ).,(),( ljl

Jl
j

Jj

wwpQPMK μλ∑∑
∉∈

≤  (4.10) 

Além disso, vale a igualdade se 1=# J  e se μ  satisfaz a desigualdade triangular. 
 
 Prova. Usando a representação primal (3.2) de ),( QPMK  e definindo a variável 

η  como:  
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
∈
∈∈

contrário, caso0
\=

\,
= JIljp

JIlJjp

j

lj

jl

λ
η  

vale para qualquer JIj \∈  que .==
\ jjjjlJIl

pηη∑ ∈
 Quando ,Jj∈  novamente pela 

definição de ,η  

 ,===
=1

21
\

jik

redNN

i
j

redNNkjkjkjjl
JIl

ppppp λλλλη ∑∑
−

−
∈

+⋅⋅⋅++  

e, portanto, jjlJIl
p=

\
η∑∈

 para .1,...,= Nj  

Assim sendo, jlη  satisfaz uma das restrições do problema (3.2). Quanto à restrição 

,=
=1 lil

N

i
qη∑  para JIl \∈ , tem-se que: 

4444 34444 21 000=
=1

+⋅⋅⋅++∑ il
N

i
η  +      

{lp  +     
444444444 3444444444 21

lnNklklk ppp λλλ
−

+⋅⋅⋅++
21

  

                      para Ji∉    Jili ∈=  
 
           kJkll pp ∑ ∈

+ λ=  Jll pp λ+=  .= lq  
 
Deste modo, todas as restrições estão satisfeitas já que, por definição, jlη  é não 

negativo. Logo, jlη  é viável para a representação primal de ),( QPMK . 
Pela definição de ,η  tem-se que 
 

 
,),(

),(),(=),( 2211
,

NllN
l

ll
l

ll
l

jllj
lj

ww

wwwwww

ημ

ημημημ

∑
∑∑∑

+

⋅⋅⋅++
 

sendo 

).,(=

 e \ se),,(
),(),(

\, se0,
=),(

\

2211

ljlJIlj

redNlj
redNlj

ljljljlj
jlljl

wwp

JjJIlwwp
wwpwwp

JIjl
ww

μλ

μλ
μλμλημ

∑

∑

∈

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈∈+
⋅⋅⋅++

∈

 

Logo, =),(
, jlljlj

ww ημ∑  ),(
\ ljlJIljJj

wwp μλ∑∑ ∈∈
 e (4.10) vale, pela definição de 

).,( QPMK  
Finalmente, sejam }{= kJ  e ikii vwwu −− =:),(:= μ  para .1,2,...,= Ni  Assumindo 

que μ  satisfaz a desigualdade triangular, prova-se agora a igualdade em (4.10): 
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 ).,(=),(
=1,

lkl

N

kli
k wwpQPMK μλ∑

≠

 

 
Pela desigualdade triangular, ),(),(),(= jikjkiji wwwwwwvu μμμ ≤+−+  vale para 

todo }.{1,2,...,, Nji ∈  
Deste modo, pela representação dual (3.9) ,  chega-se ao seguinte resultado: 
 

).,(=
))(,())(,(=

))(,())(,(
))(,())(,())(,(=

))(,(=

),(),(=

),(

1,=

1111

111

111222111

1,=

1=

\1=

kii
N

klik

NkNNkNkk

NNkNkkkk

kkkkkk

iiki
N

kii

lklkliki
N

i

llJIlii
N

i

wwp
pppwwpppww

pqwwpqww
pqwwpqwwpqww

pqww

qwwpww

qvpuQPMK

μλ
λμλμ

μμ
μμμ

μ

μμ

∑

∑
∑∑

∑∑

≠

+++

−−−

≠

≠

∈

−++⋅⋅⋅+−+
−+⋅⋅⋅+−+

−+⋅⋅⋅+−+−
−

+−

+≥

 
Logo, 

 ).,(),(
=1, kiik

N

kli
wwpQPMK μλ∑ ≠

≥  (4.11) 

 
Portanto, por (4.10), o limite superior para ),( QPMK  está provado. A igualdade 

no caso 1=# J  e μ  satisfazendo a desigualdade triangular provada por (4.10) e (4.11).  
 
A desigualdade (4.10) é em geral estrita se J  contém mais de um elemento ou se a 

função μ  não satisfaz a desigualdade triangular. É importante observar que esta última 
condição para μ  não é necessária para a validez do Teorema 3 (redistribuição ótima). 

Agora que já se sabe como redistribuir os cenários preservados, falta discutir como 
proceder para escolher os índices do conjunto J  (com cardinalidade fixada )redNN −  de 
maneira ótima. Este será o próximo assunto a ser tratado. 

 

4.2 – Escolha Ótima de Cenários 
 
Esta seção apresenta técnicas heurísticas para resolver o problema combinatório de 

ROC. Os algoritmos correspondentes são descritos em detalhes no Capítulo 5. 
Conhecida a cardinalidade redNN −  do conjunto ∗J , quer-se escolher índices de 

cenários nNjjj −,...,, 21  de forma que a distância entre os valores )(PV  e ),(QV  definidos 
em (3.19), seja mínima. Para isso, aplica-se a redistribuição ótima do Teorema 3, e 
selecionam-se os índices que apresentam o menor valor de )(Jc  segundo dado em (4.6). 
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Considere agora dois exemplos extremos do problema de avaliar )(Jc . Isto é, o 
caso 1=# J  e o caso 1.=# −NJ  

  
 Exemplo 2  Descarte de um único cenário. 
Se 1,=# J  o problema de redução ótima (4.6) tem a forma 
 
 ).,(minmin

}{1,2,..., ljjljNj
wwp μ

≠∈
 (4.12) 

 
Se o mínimo é obtido em },{1,2,...,1 Nj ∈∗  o cenário ∗

1j
w  é descartado e, pela regra 

de distribuição ótima, ll pq =  para cada },,{ 1
∗∗∉ ljl  para ∗l  o índice do cenário mais 

próximo de ∗
1j

w  segundo alguma função μ , isto é, ).,(minarg=)(=
11

1 ljjl
wwjjl ∗∗≠

∗∗ μ  Neste 

caso, .=
1
∗∗∗ +

jll
ppq  

Para um exemplo numérico, considere os cenários da Figura 4.2. 
 

 
 Figura 4.2: Cenários. 

 
Considere também, a matriz μ  e o vetor de probabilidades P  seguintes: 

.

5
1==)(
5
1==)(
5
1==)(
6
1==)(

30
7==)(

=,

02.5458
2.501.52.55.5
41.5014
52.5103
85.5430

=

55

44

33

22

11

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

pwP

pwP

pwP

pwP

pwP

Pμ  

Cada elemento ijμ  da matriz μ  representa a distância do cenário iw  ao cenário 

,jw  ou seja, ).,( ji wwμ  A função μ  escolhida é o valor absoluto .|=|),( jiji wwww −μ  
Para determinar o cenário a ser descartado, analisa-se a degradação da árvore 
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causada pelo descarte de cada um dos cenários diferentes de ∗
1j

w . O cenário que oferecer 

menor degradação, segundo calculada por (4.6), será eliminado. Tenta-se agora detalhar 
melhor tal procedimento. 

 
Faz-se },{= 1J  e por (4.6) tem-se: 

1=)( pJc  {2}.=(1)=
10
7=3

30
7==),(min 112111

jJpww ll
⇒

≠
μμ  

Agora, para },{= 2J  

2=)( pJc  {3}.=(2)=
6
1=1

6
1==),(min 223222

jJpww ll
⇒

≠
μμ  

Para },{= 3J  

3=)( pJc  {2}.=(3)=
5
1=1

5
1==),(min 332333

jJpww ll
⇒

≠
μμ  

Para },{= 4J  

4=)( pJc  {3}.=(4)=
10
3=

2
3

5
1==),(min 443444

jJpww ll
⇒

≠
μμ  

E, por último, }{= 5J  

5{5} = pD  {4}.=(5)=
2
1=

2
5

5
1==),(min 554555

jJpww ll
⇒

≠
μμ  

Logo, o cenário 2w  é descartado, pois o conjunto }{= 2J  oferece menor valor para 
).(Jc  As novas probabilidades são dadas por: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

55

44

233

2

11

=
5
1=

=
5
1=

=
30
11=

0=

=
30
7=

pq

pq

ppq

q

pq

 

 

Logo 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∗

5
1,

5
1,

30
11,

30
7=Q , e os cenários preservados são mostrados na Figura 4.3 .  
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Figura 4.3: Descarte de um cenário. 

 
 Exemplo 3 Preservando um único cenário. 
Se 1,=# −NJ  a expressão (4.6) tem a seguinte forma: 
 

 ).,(min
1,=}{1,2,..., uii

N

uiiNu
wwp μ∑

≠∈
 (4.13) 

 
Suponha que o mínimo é obtido em },{1,2,..., Nu ∈∗  então o cenário ∗u

w  é mantido 

e, pela regra de redistribuição de probabilidades (4.7), 1.== iuiuu
ppq ∑ ∗≠∗∗ +  

Considerando novamente a situação numérica do Exemplo 2, tem-se a seguinte 
situação: 

Colocando },{= 2,3,4,5J  

515414313212=)( μμμμ ppppJc +++  

         4.=8
5
1

2
11

5
14

5
13

6
1= +++  

 
Agora, sendo },{= 1,3,4,5J  

+121=)( μpJc  +323μp  +424μp  525μp  

2.4.=5
5
1

2
5

5
11

5
13

30
7= +++  

 
Se },{= 1,2,4,5J  

+131=)( μpJc  +232μp  +434μp  535μp  

2.2.=4
5
1

2
3

5
11

6
14

30
7= +++  

 
Se },{= 1,2,3,5J  

+141=)( μpJc  +242μp  +343μp  545μp  

2.5.=
2
5

5
1

2
3

5
1

2
5

6
1

2
11

30
7= +++  
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Finalmente, se },{= 1,2,3,4J  
+131=)( μpJc  +232μp  +353μp  454μp  

4.=
2
5

5
14

5
15

6
18

30
7= +++  

 
Logo, o cenário 3w  é preservado, pois o conjunto }{= 1,2,4,5J  oferece menor valor 

para )(Jc . O cenário preservado, que neste caso possui probabilidade igual a 1, é mostrado 
na Figura 4.4.  

 
Figura 4.4: Descarte de N-1 cenários. 

 
Pode-se, ao invés de determinar antecipadamente a cardinalidade de ∗J , usar uma 

tolerância de dispersão para a ROC. Assim, com o uso de (4.6) e (4.7), é deduzida a 
chamada estratégia de redução máxima (erm) para determinar o conjunto ∗J  e a 
distribuição de probabilidades ,∗Q  de todos cenários preservados )\( ∗∈ JIwl . Esta 
estratégia calcula o conjunto de índices de cenários descartados com cardinalidade máxima 
tal que )( ∗Jc  fique menor ou igual a uma tolerância. Em outras palavras, é exigido que 

)( ∗QV  permaneça próximo a )(PV  com uma certa exatidão. 
A estratégia de redução máxima se resume em dois importantes passos: 
 

1)  Determinar o conjunto ∗J  de índices de cenários, com cardinalidade 
máxima, tal que 

 
 dado. 0> para,),(min

\
εεμ ≤

∗∈
∑
∈

lj
JIl

j wwp
Jj

 (4.14) 

 
2)  Aplicar a regra de redistribuição (4.7) para cada cenário .∗∈ JIlwl \,  

O próximo resultado estabelece limites inferior e superior para o valor ótimo de 
(4.6) ,  que correspondem às extensões recursivas das estratégias (4.12) e (4.13).  

Além disso, como mostra [6], o limite inferior é obtido sob hipóteses adicionais. 
  
 Teorema 5 Limites. Para o problema de ROC (4.5) e para 

redred NjNNi 1,...,=,1,..,= − , sejam os cenários il  e js  escolhidos recursivamente 
como as respectivas soluções dos seguintes problemas de minimização:   



 
 

 
Relatório Técnico – Projeto GEVAZP 47 
 

 
 ),(minmin

},...,1{\ 1
jlljlllIl

wwp
i

μ
≠∈ −

 (4.15) 

e  
 ).,(minmin

},,...,1{
},,...,1{

1},...,1{ 1
1

1
ilsssli

sssi

N

isss
wwp

j
j

j

μ
−

−
− ∈

∉
=∉ ∑  (4.16) 

 
Para o conjunto },,...,{\:= 1 redNs ssIJ  as seguintes desigualdades são satisfeitas: 

 

).,(min

}:)({min),(min

},..,1{

=1

jissji
sJi

redjililjil
redNN

i

wwp

NNJIJJcwwp

redN

μ

μ

∈∈

≠

−

∑
∑

≤

−⊂≤ =#,
 

 
Além disso, o conjunto de índices },...,{ 1 redNNll −  é uma solução de (4.18) se para 

cada redNNi −1,...,=  o conjunto },...,,,...,{\),(minarg 111 nNiijililj
llllww −+−≠

μ  é não vazio. 

 
 Prova. Para qualquer índice do conjunto IjjJ

redNN ⊂− },...,{= 1  com 

redNNJ −=# , pelo Teorema 3, vale que 
 

),,(min

),(min

),(
},...,

min=

),(min=)(

\=1

\=1

1{\=1

\

jililIjil
redNN

i

lijijIlij
redNN

i

lij
nNjIlij

redNN

i

ljJIljJj

wwp

wwp

ww
j

p

wwpJc

μ

μ

μ

μ

∈

−
∈

−
−∈

−
∈∈

∑
∑

∑
∑

≥

≥
 

 
a primeira desigualdade acima provém do fato de que o conjunto viável do problema (4.8) 
passa a ser menos restrito; a segunda desigualdade segue da definição (4.15) dos índices ,il  
para redNNi −1,...,= . 

Se o conjunto 
ilIj \

minarg
∈

 },...,,,...,{\),( 111 redNNiijil
llllww −+−μ  é não vazio para cada 

,1,...,= redNNi −  então  
 ).,(

}
min=),(min

},...,1{\\ jilllIj
jililIj

wwww
redNN

μμ
−∈∈

 

 
Portanto, a estimativa acima pode ser estendida como: 
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}).,...,({=

),(min=

),(min)(

1

},...,1{\},...,1{

},...,1{\1=

redNN

jilllIjllll

jilllIjil
redNN

i

llc

wwp

wwpJc

redNNredNN

redNN

−

∈∈

∈

−

−−

−

∑
∑≥

μ

μ

 

 
Assim, o conjunto de índices },...,{ 1 nNll −  é solução de (4.8).  
Por último, tem-se a estimativa: 
 

{ } ),,(min=)(:)(min
\ lj

sJIlj
sJjsred wwpJcNNJIJJc μ

∈∈∑≤−⊂ =#,  e assim o 

teorema está provado. ▄ 
 
O Teorema 5 sugere dois diferentes algoritmos heurísticos para a redução ótima de 

N  cenários originais a redN  cenários preservados; um algoritmo baseado no limite inferior 
de ),(Jc  do tipo regressivo, e outro algoritmo que usa o limite superior, do tipo 
progressivo. 

Em resumo, foram apresentadas neste capítulo fórmulas explícitas para a 
representação da métrica ),( QPdFM  e para a redistribuição ótima de probabilidades. Foi 
mostrada também a estratégia de redução máxima, que é a principal técnica de ROC. A 
idéia básica do procedimento dos algoritmos progressivo e regressivo de redução foi 
apresentada, superficialmente, pelos Exemplos 2 e 3. No próximo capítulo serão propostas 
e desenvolvidas diferentes variantes destes algoritmos. Estes algoritmos, quando associados 
com a estratégia de redução máxima, proporcionam o conjunto ótimo de índices de cenários 

.∗J  Serão apresentados também exemplos práticos e figuras ilustrativas para uma melhor 
compreensão dos procedimentos utilizados. 
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5 - Algoritmos de Seleção e Algoritmos de 
Redução de Árvores de Cenários 

 
Este capítulo trata a questão de encontrar o conjunto ótimo de índices de cenários a 

serem descartados. Segundo mencionado no Capítulo 4, não é possível analisar cada um 
dos candidatos ao conjunto ∗J . Neste sentido, 6 apresenta algoritmos capazes de selecionar 
índices ótimos que dispensam a análise exaustiva de todas as combinações de cenários. 

A partir dos limites para ),(Jc  enunciados e provados pelo Teorema 5, serão 
formuladas duas técnicas diferentes para a ROC. A primeira técnica determina os redNN −  
cenários que serão descartados por meio da expressão (4.15), explorando o limite inferior 
do Teorema 5. A segunda técnica realiza a seleção dos índices a serem preservados por 
meio da expressão (4.16), a partir do limite superior do Teorema. Para uma melhor 
compreensão dos procedimentos efetuados pelos algoritmos, serão também apresentados 
neste capítulo exemplos numéricos e figuras ilustrativas. 

Os algoritmos desenvolvidos através dos limites inferior e superior são chamados de 
redução regressiva e seleção progressiva, respectivamente. 

 

5.1 – Algoritmos para Seleção de Cenários 
 
Parâmetro: ,redN  o número de cenários a serem preservados, satisfazendo 
NNred < . 
 
Algoritmo 1 Redução Regressiva. 
 
Passo :0  Calcular as distâncias entre pares de cenários: 
 ),,(= jkkj wwμμ  para Njk 1,....,=,  

Passo :1  Para 1,=i  faz-se ∅=[0]J  e seleciona-se, resolvendo iterativamente o 
problema 

 ,minminarg
]1[

]1[ \1]\
kj

JIj
k

Jk
iJIl

i liJli

pj μ
∪−

∪− ∈∈
−∈

∑∈
[

 (5.1) 

 
1k  cenários com ,1 1 redNNk −≤≤  de forma que },...,,{= (1)(1)

2
(1)
1

[1]
1kjjjJ  seja uma solução 

de (4.8). Deste modo, [1]J  é escolhido usando (4.6), e obtém-se a redistribuição de 
probabilidades 1Q  dada por (4.7).  Faz-se 1,= +ii  e vai até o Passo .i  

Passo :i Se redi NNk −− <1 , a distribuição 1−iQ  é reduzida a iQ , e pelo 
problema (5.1) seleciona-se ,},...,,{= )()(

2
)(

1
][ i

k
iii

i
jjjJ  onde ,=#<1 1

][
−−−≤ ired

i
i kNNJk  

com ik  obtido analogamente a 1k . 
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Se ,=
=1 redj

i

j
NNk −∑  pára-se o algoritmo fazendo ][

1
ji

j JJ =
∗ U=  e aplicando 

novamente a regra de redistribuição (4.7) para os cenários ,lw  com .∗∈ JIl \  
Se não, faz-se 1,= +ii  e vai até o Passo .i    
 
 
Como se pode notar, em cada iteração i  acrescentam-se índices no conjunto de 

trabalho 1][ −iJ . O índice ij  a introduzir é determinado pela solução do problema (5.1). O 
algoritmo pára quando ,# redNNJ −=  para um redN  dado. 

No caso em que 1=jk  para ij 1,...,=  é obtida a chamada Redução Regressiva de 
cenários Passo à Passo. Se for efetuada a regra de redistribuição na última etapa do 
algoritmo (ao invés de realizar o processo a cada iteração) tem-se a estratégia de redução 
chamada Redução Regressiva Simultânea, detalhada a seguir. 

Assim como na redução regressiva, ∅=[0]J  e a cada i -ésima iteração, acrescenta-
se um único índice ao conjunto de trabalho .J  A seguir os procedimentos realizados por 
este algoritmo. 

Parâmetro(s): ,redN  o número de cenários a serem preservados satisfazendo 
NNred <  e/ou 0>ε , uma tolerância de dispersão máxima utilizada na erm. 
  
 Algoritmo 2  Redução Regressiva Simultânea. 
 
Passo :0  Calcular as distâncias entre pares de cenários: 
 ),,(= jkkj wwμμ  para Njk 1,....,=,  
Passo :1  Calcular, para ,1,...,= Nl  
 =[1]

llμ  ljlj
μ

≠
min  e .= [1][1]

llll pz μ  

 Escolher 
}{1,...,

minarg
Nlil ∈

∈  [1]
lz  e definir }{=[1]

ilJ (índice a ser descartado). 

Passo :i  Calcular, para 1][\ −∈ iJIl  e },{1][ lJk i ∪∈ −  
 kj

liJIj

i
kl μμ

}{1][\

][ min=
∪−∈

 e .,= 1][][
}{1][

][ −
∪−∈

∉∑ ii
klkliJk

i
l Jlpz μ  

 Escolher ][

1][\
minarg i

liJIl
i zl

−∈
∈  e definir }{= 1][][

i
ii lJJ ∪− (índice a ser 

descartado). 
Se εμ >min ][

1][\
][

i
jliJIl

jiJj
p

−∈∈∑ , e/ou, se # ,=][
red

i NNJ −  ir até o passo .redNN −  Se 

não, fazer 1= +ii  e voltar ao Passo i . 
Passo redNN − : ,= ][iJJ ∗  é o conjunto de índices que será descartado. 
Finalmente, faz-se o cálculo das probabilidades ótimas para os cenários 

preservados pela regra (4.7).   
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O Algoritmo 2 tem a seguinte interpretação: O Passo 1 corresponde ao descarte 
ótimo de um único cenário. Para 1>i , ij  é escolhido de tal forma que 

)(min=)( 1

1][\

1 jJcjJc i

iJIj
i

i ∪∪ −

−∈

− ][][ . 

Assim, dado que na ( i -1)-ésima iteração o conjunto ótimo a ser descartado é 
1][ −iJ = }...,,{ 121 −ijjj , o índice seguinte ij  é escolhido de tal forma que os elementos 

{ }ii jjjj ,...,, 121 −  formam o conjunto ótimo para a i -ésima iteração, ou seja, ij  é obtido por 
(5.1). 

  
 Exemplo 4 Para uma melhor compreensão do procedimento do Algoritmo 2, 

considere a situação do Exemplo 2, com uma tolerância de dispersão máxima 0.5=ε . 
Seja μ  a matriz das distâncias de todos pares de cenários ( ),,(= jkkj wwμμ  

1,2,3,4,5=, jk ), e P  as probabilidades dadas, respectivamente por 

.

5
1==)(
5
1==)(
5
1==)(
6
1==)(

30
7==)(

02.5458
2.501.52.55.5
41.5014
52.5103
85.5430

=

55

44

13

22

11

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

pwP

pwP

pwP

pwP

pwP

μ  

Foi verificado no Capítulo 4 (Exemplo 2) que na primeira iteração o melhor 

cenário a ser descartado é ,2w  ou seja, {2}.=[1]J  Mas como ,<
6
1=)( [1] εJc  o 

algoritmo deve continuar selecionando índices para descartar. A escolha do próximo 
índice é feita segundo explicado a seguir. 

 
Faz-se {2,1}=[2]J  e calcula-se ).( [2]Jc  

.
30
33=1

6
14

30
7==),(min=)( 2321312,1\2,1

[2] ++
∈∈ μμμ ppwwpJc ljIljj }{}{  

Para {2,3},=[2]J  tem-se: 

.
60
43=

2
3

5
1

2
5

6
1==),(min=)( 3432422,3\2,3

[2] ++
∈∈ μμμ ppwwpJc ljIljj }{}{  

Para {2,4},=[2]J  

.
30
14=

2
3

5
11

6
1=)=),(min=)( 4342322,4\2,4

[2] ++
∈∈ μμμ ppwwpJc ljIljj }{}{  

Por último, para {2,5},=[2]J  
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.
3
2=

2
5

5
11

6
1==),(min=)( 5452322,5\2,5

[2] ++
∈∈ μμμ ppwwpJc ljIljj }{}{  

Logo, os índices {2,4} proporcionaram o menor valor de )( [2]Jc . Portanto, na 
segunda iteração o conjunto ótimo é {2,4}.=[2]J  

Como 0.5<0.4667=)( [2]Jc , o algoritmo continua a selecionar índices.  
Faz-se {2,4,1}=[3]J  e calcula-se 

.
60
49=

2
3

30
7

2
3

5
11

6
1==)( 131434232

[3] ++++ μμμ pppJc  

Para {2,4,3},=[3]J  tem-se 

.
5
9=4

5
1

2
5

5
13

6
1==)( 313454212

[3] ++++ μμμ pppJc  

Por último, para {2,4,5},=[3]J  

.
15
16=4

5
1

2
1

5
11

6
1==)( 535434232

[3] ++++ μμμ pppJc  

Portanto, na terceira iteração o conjunto ótimo é {2,4,1},=[3]J  pois proporcionou 

0.8167.=
60
49=)( [3]Jc  Mas como se nota, a tolerância ε  foi ultrapassada ( 0.5>)( [3]Jc ). 

Nestas condições, este último cenário não deve ser descartado. Então, o conjunto de 
índices a ser descartado resulta {2,4}.=[2]JJ =∗  

A Figura 5.1 mostra a evolução do processo de seleção dos cenários a serem 
descartados segundo o Algoritmo 2. 

 

  
Figura 5.1: Evolução do processo de seleção de cenários (regressiva). 

 
Passa-se agora, utilizando a regra de distribuição (4.7), ao cálculo das 

probabilidades ótimas para os cenários preservados. Verifica-se que dentre os cenários 
preservados, o cenário 3 está mais próximo do cenário descartado 2, isto é, 

),(),(= 23223 lwwww μμμ ≤  para todo JIl \∈ . Do mesmo modo, o cenário 3 está mais 
próximo do cenário descartado 4 ( ),(),(= 43443 lwwww μμμ ≤  para todo JIl \∈ )). Assim, 

 ),(minarg(4)=3
),(minarg(2)=3

4

2

lJl

lJl

wwl
wwl

μ
μ

∉

∉

∈

∈
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Logo, {2,4}=3J  e ,== 51 ∅JJ  pois os cenários 1 e 5  não são os mais próximos 
dos cenários descartados. 

Fazendo ∑ ∈
+

lJj jll ppq =  para cada ,JIl \∈  tem-se: 

30
7== 11 pq  

0=2q  

30
17=

5
1

6
1

5
1== 4233 ++++ pppq  

0=4q  

.
5
1== 55 pq  

Logo, a distribuição de probabilidades },,{= 321 qqqQ∗  é igual a },
5
1,

30
17,

30
7{  e os 

cenários preservados são mostrados na Figura 5.2. 
 

 
Figura 5.2: Cenários preservados. 

 
Em relação ao Algoritmo 2, é importante notar que, a medida que a cardinalidade de 

J  aumenta, o esforço computacional aumenta de forma combinatória. Quando N  é grande 
e desejam-se descartar muitos cenários, o Algoritmo 2 pode envolver um trabalho 
computacional extremamente elevado. Para contornar esta dificuldade, é utilizada outra 
estratégia, de redução progressiva, que será apresenta a seguir. 

Como nos algoritmos anteriores, o algoritmo de seleção progressiva também se 
baseia na estratégia de redução máxima (erm). No entanto, a seleção de índices é realizada 
de forma oposta: a princípio todos cenários são descartados ( IJ =[0] ). 

A cada iteração ,i  para redNi 1,...,= , é escolhido um índice iu  de cenário a ser 
preservado, ou seja, }.,...,{\= 1

][
k

k uuIJ  Os índices iu  são determinados de forma 
recursiva, com base no limite superior do Teorema 5, mais especificamente como em 
(4.16).  

Parâmetro(s): ,redN  o número de cenários a serem preservados satisfazendo 
NNred <  e/ou 0>ε , uma tolerância de dispersão máxima utilizada na erm. 
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 Algoritmo 3  Seleção Progressiva 
 
Passo :0  Faz-se }{1,2,...,=[0] NJ  e obtém-se as distâncias entre pares de 

cenários: 
 ),,(= jkkj wwμμ  para k  e .1,....,= Nj  
Passo :i Calcular 

 ,),(min=}){\(minarg
}{\1][\}{\1][

1][
1][ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈
−∈−∈

−

−∈
∑ lj

uiJIl
j

uiJj

i
iJu

i wwpuJcu μ  (5.2) 

e defenir: }{\= 1][][
i

ii uJJ − . 

Se )( ][iJc  for menor ou igual a uma tolerância de dispersão prefixada 
( ε≤)( ][iJc ), e/ou, se # ,=][

red
i NNJ −  ir até o Passo .redNN −  Senão, fazer 1= +ii  e 

voltar ao Passo i . 
Passo :redNN −  O conjunto de índices a ser descartados é ][= iJJ ∗ . Fazer o 

cálculo das probabilidades ótimas, usando a regra (4.7) para os cenários preservados.   
 
  
 Exemplo 5 Considerando a mesma situação do Exemplo 2, procura-se descartar o 

maior número possível de cenários dada uma tolerância de dispersão 0.5.=ε  Para esta 
redução será utilizado o Algoritmo 3. 

 
Faz-se }{1,2,3,4,5=[0]J , ou seja, a priori todos os cenários serão descartados. No 

primeiro passo procura-se um índice u  tal que uw  seja preservado. Para selecionar u , 
testam-se todos os cenários fazendo }{\}{1,2,3,4,5=[1] iJ  para 1,2,3,4,5=i  e define-se 

).(argmin:= [1]Jciu ∈∗  
 Considerando o exemplo numérico tem-se: 
Passo 1: 
 Para {2,3,4,5},=[1]J  

 

3.9;=

8
5
15

5
14

5
13

6
1=

=)({2,3,4,5} 515414313212

+++

+++ μμμμ ppppc

 

 Para {1,3,4,5},=[1]J  

 

2.4;=

5
5
1

2
5

5
11

5
13

30
7=

=)({1,3,4,5} 525424323121

+++

+++ μμμμ ppppc

 

 Para {1,2,4,5},=[1]J  
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2.2;=

4
5
1

2
3

5
11

6
14

30
7=

=)({1,2,4,5} 535434232131

+++

+++ μμμμ ppppc

 

 Para {1,2,3,5},=[1]J  

 

2.5=
2
5

5
1

2
3

5
1

2
5

6
1

2
11

30
7=

=)({1,2,3,5} 545343242141

+++

+++ μμμμ ppppc

 

 Para {1,2,3,4},=[1]J  

 

4=
2
5

5
14

5
15

6
18

30
7=

(4,5)(3,5)(2,5)(1,5)=)({1,2,3,4} 4321

+++

+++ μμμμ ppppc

 

 Logo, }){\(argmin3 [0] iJc∈  para 1,2,3,4,5.=i  Portanto {1,2,4,5}=[1]J  e o 
cenário 3w  será preservado. 

 Como ,>2.2=)( [1] εJc  o algoritmo continua com a seleção de índices. 
Passo 2: 
 Para {2,4,5},=[2]J  

 

1.2667;=

4
5
1

2
3

5
11

6
1=

=({2,4,5}) 535434232

++

++ μμμ pppc

 

 Para {1,4,5},=[2]J  

 

1.8;=

4
5
1

2
3

5
13

30
7=

=({1,4,5}) 535434121

++

++ μμμ pppc

 

 Para {1,2,5},=[2]J  

 

1.6;=
2
5

5
11

6
14

30
7=

=({1,2,5}) 545232131

++

++ μμμ pppc

 

 Para {1,2,4},=[2]J  

 

1.4;=
2
3

5
11

6
14

30
7=

=({1,2,4}) 534232131

++

++ μμμ pppc

 

 Assim, }){\(argmin1 [1] iJc∈  para 1,2,4,5.=i  Portanto {2,4,5}=[2]J  e o cenário 
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1w  também será preservado. 
 ,>1.2667=)( [2] εJc  o algoritmo continua com a seleção de índices. 
Passo 3: 
 Para {4,5},=[3]J  

 

1.1;=

4
5
1

2
3

5
1=

)=({4,5}) 535434

+

+ μμ ppc

 

 Para {2,4},=[3]J  

 

0.4667;=
2
3

5
11

6
1=

=({2,4}) 434232

+

+ μμ ppc

 

 Para {2,5},=[3]J  

 

0.6667=
2
5

5
11

6
1=

=({2,5}) 545232

+

+ μμ ppc

 

 Assim, }){\(argmin5 [2] iJc∈  para 2,4,5.=i  Portanto {2,4}=[3]J  e o cenário 5w  
também será preservado. 

 Como 0.5,=<0.4667=)( [3] εJc  o algoritmo pára e tem-se {2,4}.=[3]JJ =∗  
Realizando a redistribuição pela regra (4.7), passa-se a ter a seguinte distribuição de 
probabilidades para os cenários preservados como no exemplo 4: 

.

5
1=
30
17=
30
7=

=

3

2

1

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∗

q

q

q

Q  

A Figura 5.3 mostra a evolução dos índices a serem preservados. 
 

 
Figura 5.3: Evolução do processo de seleção de cenários (progressivo). 

 
Como se pode notar, os resultados obtidos pelos Algoritmos 3 e 2 são idênticos. A 
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única diferença entre ambos procedimentos é apenas o referêncial de escolha iterativa: um 
seleciona índices a serem descartados (algoritmo regressivo) e o outro seleciona índices a 
serem preservados (algoritmo progressivo). Dada uma tolerância igual a 0.5, ambos 
algoritmos descartaram os cenários 2w  e 4w . Há, no entanto, situações em que os 
procedimentos não proporcionam exatamente o mesmo conjunto de índices .J  Isto se deve 
ao fato de que descartar o cenário k  seja equivalente, em termos da função ),(Jc  a 
descartar o cenário ,j  para .jk ≠ 12 

Quando redred NNN −< , ou seja, o número de cenários preservados é menor que o 
número de cenários descartados, é conveniente usar a estratégia progressiva (já que o 
número de escolhas a serem realizadas é menor). Por outro lado, quando ,> redred NNN −  a 
estratégia regressiva se torna computacionalmente mais atrativa. O artigo [10] apresenta 
resultados mais exatos a respeito da complexidade computacional de cada estratégia. 

Assim como o Algoritmo 2 é uma variante da redução regressiva, o Algoritmo 4 a 
seguir, é uma variante da seleção progressiva, chamado de Seleção Progressiva Rápida. Sua 
principal vantagem é diminuir o esforço computacional exigido pelo Algoritmo 3. 

 
Parâmetro(s): ,redN  o número de cenários a serem preservados satisfazendo 
NNred <  e/ou 0>ε , uma tolerância de dispersão máxima utilizada na erm. 
  
 Algoritmo 4  Seleção Progressiva Rápida 
 
Passo :0  Faz-se }{1,2,...,=[0] NJ  e obtém-se as distâncias entre pares de 

cenários: 
 ),,(=[1]

ukku wwμμ  para k  e .1,....,= Nu  
Passo :1  Calcular 
 ,= [1]

1,=
[1]

kuk
N

ukku pz μ∑ ≠
 .1,...,= Nu  

 Escolher [1]

}{1,...,1 minarg uNu
zu

∈
∈  e fazer }.{\}{1,...,= 1

[1] uNJ  

Passo :i  Calcular 
 },,{min= 1][1][][

1

−−
−

i
ku

i
ku

i
ku i

μμμ  1][, −∈ iJuk , e 

 ,= ][
}{\1][

][ i
kkuiJk

i pz μμ μ∑ −∈
 1][ −∈ iJu  

 Escolher ][
1][

minarg i
uiJu

i zu
−∈

∈  e fazer .\= 1][][
i

ii uJJ −  

Se ε≤][iz
iu , ir até o passo ,redNN −  caso contrário, fazer 1= +ii  e voltar ao Passo 

i . 

                                                 
12 Na ocorrência de tal situação, recomenda-se descartar dentre os dois cenários, aquele que possui maior 
norma (se ,> kj ww  descarta-se kw ). Com isto, tenta-se preservar o cenário que está mais próximo a um 

dos extremos da árvore. 
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Passo ][=: i
red JJNN ∗−  é o conjunto de índices a ser descartados. 

Finalmente, faz-se o cálculo das probabilidades ótimas pela regra (4.7) para os cenários 
preservados.   

 
Poderia se pensar que, pelas definições de ][iu  e ,][i

uz  os algoritmos 3 e 4 são 
bastantes distintos; mas na verdade, a diferença está apenas na redução de operações 
básicas requeridas pelo Algoritmo 4, quando comparado ao Algoritmo 3. De fato, as 
expressões ][i

iuz  e )( ][iJc  proporcionam o mesmo resultado segundo enunciado no próximo 

teorema. 
  
 Teorema 6 O conjunto },...,{= 1 redNuuJI/  determinado pelo Algoritmo 4 é uma 

solução do algoritmo da seleção progressiva. Mais precisamente, para cada ,1,...,= redNi  
o índice iu  satisfaz a condição (5.2) e )(= ][][ ii

iu Jcz , com )( ][iJc  definido em (4.6).   

 
 Prova. Para 1,=i  tem-se }{1,2,...,== [0]1][ NJJ i−  e 

).,(min=),(min==
}{\[0]\

[1][1]
lk

uJIl
kukukkukkukuku wwpwwppz μμμ

∈
≠≠≠ ∑∑∑  

Seja .minarg [1]
[0]1 zu

Ju∈
∈  O conjunto [1]J  é dado por },{\= 1

[0][1] uJJ  logo 

).(=),(min=),(min= [1]
[1]\

[1]
}{\[0]\1

]1[

1
Jcwwwwpz lk

JIlJklk
uJIl

kku μμ
μ

∈
∈

∈
≠ ∑∑  

Considerando agora ,2,..,= redNi  segue-se da aplicação recursiva da definição de 
,][ ji

ku
−μ  para ,0,...,= ij  que: 

.min=
},...,,,{min=

},,,{min=
)},(min),,(min),,(min{min=

},,{min=
)},(min),,(min{min=

),(min=
=

}{\\}{\

121}{\

3][3][3][3][
}{\

3][3][3][3][3][3][
}{\

2][2][2][
}{\

2][2][2][2][
}{\

1][1][
}{\

][
}{\

][

1][1][

1][

3211][

323131][

211][

2121][

11][

1][

jluJIljuJj

juijuijujujuJj

i
ju

i
ju

i
ju

i
jujuJj

i
ju

i
ju

i
ju

i
ju

i
ju

i
jujuJj

i
ju

i
ju

i
jujuJj

i
ju

i
ju

i
ju

i
jujuJj

i
ju

i
jujuJj

i
jujuJj

i

i
ii

i

iiii

iiiiii

iii

iiii

ii

i

p
p

p
p
p
p
p
pz

μ
μμμμ

μμμμ
μμμμμμ

μμμ
μμμμ

μμ
μμ

−−

−

−−−−

−−−−−−

−−−

−−−−

−−

−

∈∈

−−∈

−−−−
∈

−−−−−−
∈

−−−
∈

−−−−
∈

−−
∈

∈

∑
∑

∑
∑
∑
∑
∑
∑

M

 

Se ,argmin ][i

iui z∈μ  tem-se que }{\= 1][][
i

ii uJJ −  e, para redNi 1,..,= , 
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),(=

min=

min=

][
][\

][

}{\\}{\

]

1][1][

i

jliJIl
jiJj

jluJIljuJji

i

Jc

p

pz
ii

μ

μμ

∈
∈

∈∈

∑
∑ −−

 

como se queria provar. ▄  
 

Este teorema comprova a equivalência dos Algoritmos 3 e 4. A vantagem de se usar 
o Algoritmo 4, ao invés do Algoritmo 3, é a conseguinte redução do esforço computacional, 
pois a cada passo i  do algoritmo de Seleção Progressiva Rápida, é calculado apenas o 
mínimo entre dois valores ( },{min= 1][1][][

1

−−
−

i
ku

i
ku

i
ku i

μμμ ) para cada ., 1][ −∈ iJuk  Já no algoritmo 
de Seleção Progressiva, é calculada a mínima distância entre cada cenário Jj∈  e todos os 
cenários JIl \∈  ( jlJIl

μ
\

min
∈

). A desvantagem de se utilizar o Algoritmo 4 é a necessidade de 

trabalhar com a matriz de distâncias completa13. Para os demais algoritmos de seleção de 
cenários, basta considerar "somente" a parte triangular superior, ou triangular inferior da 
matriz de distâncias, que é simétrica. 

Foram apresentadas nesta seção as principais estratégias de seleção dos índices para 
a redução de cenários. Suas variantes, Redução Regressiva Simultânea e Seleção 
Progressiva Rápida, fazem o uso da erm. Estes algoritmos são as principais ferramentas no 
processo de redução de cenários. 

No próximo capítulo serão apresentados resultados de redução, utilizando os 
Algoritmos 2, 3 e 4 para problemas de grande porte. Mas antes disso, serão apresentados 
algoritmos que trabalham mais especificamente com cenários estruturados em formato 
árvore. 

 

5.2 – Algoritmos de Redução de Árvores de Cenários 
 
Uma árvore de cenários é uma forma abstrata de se representar e mostrar o 

comportamento de incertezas ao longo do tempo. Um simples exemplo de cenários no 
formato árvore foi apresentado na Figura 2.1 do Capítulo 2. 

Uma árvore de cenários pode ser representada de forma matricial. Considere a 
Figura 5.4. 

 
Figura 5.4: Árvore de cenários. 

                                                 
13 Dependendo do número N  de cenários a matriz pode ser de difícil armazenamento computacional. 
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Matricialmente, pode-se escrever esta árvore da seguinte forma: 

Árvore = 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

gca
fca
eba
dba

 (árvore de cenários com 2 períodos e 4 cenários).  

 Neste sentido, cada linha da matriz, ];,,[=1 dbaw  ];,,[=2 ebaw  ],,[=3 fcaw  e 
],,,[=4 gcaw  corresponde a um cenário. 

Serão apresentados a seguir métodos para redução de árvores de cenários. 
 

5.2.1 – Redução e Agregação de Cenários 
 
 A redução da árvore de cenários é baseada em reduções sucessivas ao longo dos 

estágios de tempo t . Assumindo que cada cenário iw  possui um número finito de nós, e 
considerando T  o número de períodos do horizonte de planejamento, iw  é um vetor (pode 
ser uma matriz, segundo seja o número de variáveis incertas que represente) pertencente a 

TR . 
O cenário iw  pode ser escrito na seguinte forma vetorial:  

),...,,(=}{= 21
=1

T
iii

T
t

t
ii wwwww 14.  Assim, considerando t

ip  como a probabilidade de alcançar 
o nó ),( ti  que compõe o cenário iw  no instante de tempo ,t  a probabilidade associada à 

ocorrência do cenário iw  é dada pelo produto .=
=1

t
i

T

ti pp Π  

Além disso, é assumido que todos cenários coincidem no instante de tempo 0=t , 
isto é, .=...=== 00

3
0
2

0
1 Nwwww  Com isto, 0=t  pode ser considerado como a raiz da árvore 

que possui N  cenários. 
O método de redução da árvore utilizado neste trabalho implementa um algoritmo 

fundamentado em uma das estratégias regressiva ou progressiva apresentadas no Capítulo 4 
e no uso do princípio de redução, erm nos horizontes de tempo ,t  para cada tempo t  
pertencente a }{1,2,...,T . Assim sendo, o algoritmo reduz sucessivamente o número de nós 
dos cenários T

t
t
ii ww =1}{=  (ver [8]). 

                                                 

14 Se iw  é uma matriz, então j
iw  é um vetor da seguinte forma: },..,,{=

)((2)(1) j

i

Zj

i

j

i
j

i wwww  . E matricialmente 

pode-se representar a árvore de cenários por uma hipermatriz ),,( ZTNA , onde N  e T  são 
respectivamente o número de cenários e períodos de cada elemento .1,...,= Zz  No caso de cenários que 
representam as afluências aos reservatórios de usinas hidrelétricas, Z  representa as diferentes usinas para as 
quais se deseja planejar a operação conjunta. Para o SIN, valores típicos são: 12300;11 ≤≤≤≤ TN  e 

320.1 ≤≤ Z  
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Especificamente um dos algoritmos anteriormente citados é aplicado para cada 
instante de tempo 1,...,2,1,= −TTt  afim de descartar cenários cujos valores )(PV  e )( ∗QV  
fiquem próximos segundo uma tolerância dada, tε . Como neste procedimento tem-se um 
conjunto de índices (cenários) a serem descartados a cada instante de tempo, chama-se este 
conjunto de .tJ  

Antes da apresentação formal do algoritmo, o processo de redução de cenários é 
ilustrado pela Figura 5.5. 

 
Figura5.5: Procedimentos do Algoritmo 5. 

 
Parâmetro(s): )1,...,=,( Ttnt  um vetor com os números de cenários a serem 

preservados em cada período de tempo e/ou 0,>( tε  )1,...,= Tt , um vetor de tolerâncias 
utilizado na erm. 

  
 Algoritmo 5 Redução da Árvore 
 
Passo T: Aplicar a erm com um dos Algoritmos 2, 3 ou 4, para determinar o 

conjunto de índices TTT INJ =:}{1,2,...,⊂  tal que: 
 .),(

\
min Tji

TTIj
i

TJi
ww

J
p εμ ≤

∈
∈∑  

 Aplicar a redistribuição dada pela regra (4.7). 
 
Passo t: Para 2,...,11,= −− TTt  aplicar erm para determinar o conjunto de 
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índices ttt INJ =:}{1,2,...,⊂  tal que .),(min
\ tji

tJtIji
tJi

wwp
t

εμ ≤
∈∈∑  

 Aplicar a redistribuição dada pela regra (4.7). 
 Agregação: Para cada tJj∈ , seleciona-se um índice ∗i  tal que 

),(minarg=
\ jiJtIi

wwi
t

μ
∈

∗  e toma-se ττ
*= ij ww  para t2,..,=τ  (como mostra a Figura 5.5) 

Passo 0: Fim de tarefa. O número de cenários, em todos períodos, foram reduzidos.   
 
Cada passo do Algoritmo 5 reduz a árvore de cenários em diferentes períodos. No 

Passo ,T  os cenários são considerados em toda sua extensão, ou seja, do período 1 até o 
período .T  No Passo 1−T , os cenários preservados são considerados do período 1 até o 
período 1−T , e assim sucessivamente. 

Para a árvore de cenários da Figura 5.4, por exemplo, as diferentes representações 
matriciais da árvore considerada para cada período de tempo são: 

 

=2A  =, 1A

gca
fca
eba
dba

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

 [ ].=, 0 aA
ca
ba
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
 

 
Com este exemplo, o Algoritmo 5 no Passo T  trabalha com a matriz 2A  (utilizando 

a emr); no Passo 1,−T  trabalha com a matriz 1A  encerrando a redução de cenários com a 
matriz 0A  (o elemento a  é determinístico). 

A fase da agregação do algoritmo é necessária para não perder os nós que ficaram 
"órfãos" após a erm (por exemplo, como acontece no gráfico "Redução t=3" da Figura 5.5). 

Suponha que o algoritmo descarte os cenários 2w  e 3w  no Passo ,T  deste modo, a 
nova matriz de cenários se torna  

 .=2 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
gca
dba

A  

 
Suponha agora que no Passo 1−T  o cenário 2w  (linha 2) de 1A  seja descartado. 

Assim, a árvore reduzida toma a seguinte forma matricial .=2 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
gba
dba

A  Note que, se no 

Passo  1−T  não fosse realizada a agregação, o elemento g  seria perdido. 
 
Uma opção para se reduzir a árvore de cenários, seria efetuar apenas o Passo T  do 

Algoritmo 5, como apresentadado no Algoritmo 6 a seguir. 
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 Algoritmo 6 Redução da Árvore no Período T  
 
Passo 1: Aplicar a erm com um dos Algoritmos 2, 3 ou 4, para determinar o 

conjunto de índices INJ =:}{1,2,...,⊂  tal que: 
 
 .),(min

\
εμ ≤

∈∈∑ jiJIjiJi
wwp  

 
 Aplicar a redistribuição dada pela regra (4.7).   
 
Assim sendo, não há a necessidade de agregação; no entanto, para os períodos 

1,1,..,= −Tt  não haveria descartes de cenários, salvo as reduções indiretas causadas no 
estágio 1−t  pela eliminação do cenário correspondente no estágio t . Esta é a variante 
aplicada aos exemplos do Capítulo 6. Pois sendo as árvores de vazões afluentes às usinas 
hidroelétricas geradas pelo modelo GEVAZP, que utiliza um modelo da família ARIMA , 
a fase da agregação se apresenta imprópria. 

 

5.2.2 – Dificuldades Computacionais 
 
 O armazenamento das informações de forma eficiente é de fundamental 

importância para a ROC. Por exemplo, a Figura 5.4 representa uma árvore de 4 cenários 
que pode ser armazenada não matricialmente, mas de modo vetorial reduzido, da seguinte 
forma: 

 ].,,,,,[= gfedcbV   
 
O elemento a  é comum a todos cenários, e além disso é determinístico. Deste 

modo, não é necessário armazenar a  em V . 
Em algumas situações são aplicadas com freqüência árvores que abrem a mesma 

quantidade de galhos em cada nó. Este número é chamado de multiplicidade da árvore. 
Exemplos comuns são árvores binárias, como multiplicidade igual a 2  ( 2,=mult  ver 
Figura 5.4), e árvores ternárias com multiplicidade igual 3 ( 3,=mult  ver Figura 5.6). 

  
Figura 5.6: Árvore ternária. 
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Para este tipo de árvores, a cardinalidade do vetor V  é dada por .
1

=#
1

−
−+

mult
multmultV

T

 

O armazenamento das distâncias ),( ji wwμ  entre os pares de cenários pode-se 
efetuar também em forma vetorial reduzida: 

 

 .
2

1)(=# com ,

),(
),(
),(
),(
),(
),(

=

43

42

32

41

31

21

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

NNM

ww
ww
ww
ww
ww
ww

M TT

μ
μ
μ
μ
μ
μ

 

porque ).,(=),( ijji wwww μμ  

Suponha que se tenha uma árvore multivariada, ou seja, com kt
iw R∈ . Assim, 

.1

1

−
−+

×∈
mult

multTmult

kV RR  Se, por exemplo, a árvore multivariada assumir k=20, multiplicidade 
igual a 30 e 5 períodos, tem-se que: 

 
2513793020 RR ×∈V  ( V#  aproximadamente igual a 8105.1⋅ ); 

2030 019.3132=5= ⋅N  e .
414.336810R∈TM  

 
Claramente, a manipulação e armazenamento deste volume de informação se torna 

muito complexa, se não inviável. 
Ainda vale ressaltar que, para algumas aplicações o armazenamento da matriz de 

distâncias no vetor TM  pode impossibilitar a utilização do Algoritmo 4; visto que este 
depende da matriz completa, característica que é então perdida em TM . 

A seguinte seção fornece uma alternativa de redução de cenários que dispensa o 
armazenamento completo dos dados, já que trabalha gerando e reduzindo cenários 
simultaneamente. 

 

5.2.3 – Redução Local 
 
 A Redução Local é uma forma diferenciada de construir uma árvore de cenários, 

com pequeno porte, que represente de forma acurada o processo estocástico. A construção 
se dá por meio de sucessivas gerações e reduções de cenários. Seu objetivo, assim como o 
Algoritmo 5, é lidar com o problema de alta dimensionalidade mencionado na seção 
precedente. 

Esta estratégia é conveniente computacionalmente em casos em que se gera a árvore 
de alta dimensionalidade pretendendo reduzi-la posteriormente. 
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Suponha que se deseje gerar uma árvore de cenários de 12 períodos com 1000 
aberturas à cada nó. Deste modo, tem-se um número total de cenários igual a 100012 
impossível de ser armazenado ou manipulado para efetuar a redução de cenários. A redução 
local permite trabalhar indiretamente com todas estas informações, usando aproximações 
da árvore. 

A geração de uma árvore de cenários através da estratégia de redução local se 
fundamenta na geração de N  cenários para o primeiro período de tempo e, na imediata 
aplicação da erm. Para cada cenário preservado, geram-se mais N  cenários e aplica-se a 
erm em cada ramo desta árvore de dois estágios de tempo. Para cada cenário preservado no 
segundo período, gera-se cenários e, mais uma vez, aplica-se a erm. Este procedimento é 
repetido até .= Tt  

A Figura 5.7 ilustra o procedimento para a geração da árvore de cenários através da 
redução local para 2=T  estágios de tempo. 

 
Figura5.7: Redução local. 

 
Parâmetro(s): ,t

redN  o número de cenários a serem preservados, satisfazendo 
tt

red NN < , e/ou 0>tε , um vetor de tolerâncias utilizado na erm para Tt 1,2,...,= . 
  
 Algoritmo 7  Redução Local. 
 
    Passo 0: Fazer 1=t  
    Passo 1: Geração de tN  cenários; 
    Passo t: Aplicar o Algoritmo 4 (seleção progressiva rápida) para encontrar tJ ; 

                              Redistribuição pela regra (4.7); 
                  Fazer 1;= +tt  para cada nó i  preservado geram-se tN  cenários, isto 

é, tN  filhos do nó i . 
                 Se ,< Tt  ir até o Passo  .t  
                 Se não, ir até o Passo  T  
    Passo T: Aplicar o Algoritmo 4 para encontrar TJ ; 
                   Redistribuir pela regra (4.7).   
 
Desta maneira, a cada período de tempo são gerados tN  cenários que são reduzidos 
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a ,t
redN  de modo a construir uma árvore com cardinalidade aceitável e que represente bem 

as incertezas. 
A escolha da estratégia progressiva como ferramenta no Algoritmo 7 permite 

reduzir o tempo necessário para selecionar os cenários a serem preservados. Se, por 
exemplo, em cada estágio de tempo geram-se 1000 cenários e deseja-se preservar apenas 5, 
o Algoritmo 4 é claramente mais eficiente. 

A seguir uma breve apresentação das principais características dos algoritmos de 
seleção de cenários, e dos algoritmos de redução de árvores de cenários. 

 
 1) Redução Regressiva: 
  Seleciona cenários a serem descartados; 
  A redistribição é realizada após o descarte de jk  cenários, com∑ −=

j redj NNk ; 

  Utiliza a parte triangular inferior, ou triangular superior, da matriz de distâncias 
entre cenários. 

  
 2) Redução Regressia Simultânea: 
  Seleciona cenários a serem descartados; 
  A redistribição é realizada após o descarte de redNN −  cenários; 
  Utiliza a parte triangular inferior, ou triangular superior, da matriz de distâncias 

entre cenários. 
  
 3) Seleção Progressiva: 
  Seleciona cenários a serem preservados; 
  A redistribição é realizada após selecionar redN  cenários; 
  Utiliza a parte triangular inferior, ou triangular superior, da matriz de distâncias 

entre cenários. 
  
 4) Seleção Progressiva Rápida: 
  Seleciona cenários a serem preservados; 
  A redistribição é realizada após selecionar redN  cenários; 
  Considera a matriz de distâncias em sua forma completa. 
  
 5) Redução da árvore: 
  Utiliza um dos Algoritmos 2, 3 ou 4 para obter os cenários mais representativos; 
  Reduz a árvore em cada período, de 1,...,1;,= −TTt  
  A redistribição é realizada em cada período t ; 
  Realiza agregações entre os cenários; 
  Não recomendado para árvores de cenários obtidas a partir de modelos da 

família .ARIMA  
 
 6) Redução da árvore no período T : 
  Utiliza um dos Algoritmos 2, 3 ou 4 para obter os cenários mais representativos; 
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  Reduz a árvore no útimo período ;= Tt  
  A redistribição é realizada no período .= Tt  
  
 7) Redução local: 
  Utiliza o Algoritmo 4 para obter os cenários mais representativos; 
  Constrói a árvore a partir de ;1,2,...,= Tt  
  A redistribição é realizada em cada período t . 
 
Com estas considerações, encerra-se este capítulo dedicado aos algoritmos de 

seleção e redução de cenários. O próximo capítulo apresenta resultados numéricos obtidos a 
partir de problemas reais do SIN. 
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6 - Resultados Numéricos 
 
Este capítulo emprega a metodologia desenvolvida nos capítulos anteriores. São 

aplicados os algoritmos citados no Capítulo 5 em configurações reais do problema de 
planejamento da operação de curto prazo do SIN. 

O planejamento da operação do SIN utiliza séries sintéticas do processo estocástico 
de vazões mensais afluentes aos aproveitamentos hidroelétricos obtidas pelo Modelo de 
Geração de Séries Sintéticas de Vazões e Energias – GEVAZP, desenvolvido pelo CEPEL, 
[16,17,18]. O modelo GEVAZP gera cenários de vazões mensais afluentes com um modelo 
auto-regressivo periódico, usualmente denotado PAR(p). Para maiores informações, ver 
[14,25]. 

De posse das informações geradas pelo modelo GEVAZP, a etapa seguinte consiste 
em determinar, dentre outras, as metas ótimas de geração de cada usina de um sistema 
hidrotérmico, sujeito a afluências incertas. O problema de otimização correspondente 
minimiza o valor esperado do custo de operação e déficit de energia ao longo do período de 
planejamento. Idealmente, para o Modelo de Determinação da Coordenação da Operação à 
Médio Prazo – DECOMP [19,27], deve-se ter uma representação acurada das incertezas nas 
vazões afluentes aos aproveitamentos hidroelétricos. Atualmente o programa DECOMP é 
utilizado com o horizonte de tempo de apenas 2 meses, sendo o primeiro mês discretizado 
em etapas semanais que consideram vazões conhecidas. Já no segundo mês, as vazões 
afluentes são consideradas incertas, e atualmente representadas por árvores com mais de 
100 cenários. Para maior clareza e eficiência na decisão que se deve tomar no presente, 
deseja-se que o horizonte de tempo seja estendido. Para tanto, deve-se ter um número 
razoável de cenários. O objetivo é reduzir a dimensionalidade da árvore de cenários gerada 
pelo GEVAZP, de modo que a árvore reduzida represente adequadamente as incertezas, e 
que seja viável computacionalmente para o modelo DECOMP. 

O procedimento atual aplicado às séries geradas pelo modelo GEVAZP seleciona 
um subgrupo reduzido de cenários agrupando eventos semelhantes em uma mesma classe, 
ou conglomerado. Para cada conglomerado, escolhe-se um elemento representante. A 
probabilidade de ocorrência deste representante é definida de maneira proporcional ao 
número de cenários que formam o conglomerado, [13]. 

Uma variante do processo de agregação em conglomerados, implementada no 
modelo GEVAZP e chamada de K-Médias (ou K-Means) [18], consiste em, para cada 
estágio do horizonte de estudo e para cada " ramo" da árvore de cenários, gerar (em geral 
1000) novos cenários hidrológicos equiprováveis. Estes novos cenários são separados em 
k  conglomerados, que fornecem k  cenários representantes. Uma comparação entre a ROC 
e a agregação em conglomerados é realizada em [21]. Outro procedimento de diminuição 
de esforço computacional aplicado às séries de vazões afluentes aos reservatórios pode ser 
encontrado em [4]. 

Este capítulo está dividido em 2 seções. Primeiro, se faz uma análise estatística 
(analisando árvores de cenários univariados e multivariados). A seguir se faz uma análise 
do desempenho dos diferentes algoritmos. 
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6.1 – Análises Estatísticas 
 
Esta seção se dedica à comparações estatísticas entre as árvores original e reduzida. 

Tais análises dependem da estrutura univariada ou multivariada. Considera-se uma árvore 
de cenários multivariados quando se tem uma árvore de cenários (gerada 
multivariadamente) para cada usina pertencente a configuração estudada. 

 

6.1.1 – Árvore de Cenários Univariados 
 
 Considere a árvore univariada de séries sintéticas de vazões de afluências ( sm /3 ) 

que chegam a uma usina dada, apresentada na Figura 6-1. A árvore contém 3000 (150×20) 
cenários hidrológicos da usina hidroelétrica de Água Vermelha (Bacia do Rio Paraná), 
dispostos em 2 períodos temporais ( 2=T ). A Figura 6-2 apresenta a árvore de 200 
cenários obtida após a redução. 

 

Figura 6-1: Árvore com 3000 cenários. Figura 6-2: Árvore com 200 cenários. 
 
No caso univariado, a distância entre os cenários pode ser dada, por exemplo, como 

em (3.16) com 2=r . 
A Tabela 6-1 apresenta as médias, desvios padrões, valores (também chamados de 

"nós" da árvore) máximos e mínimos de cada período temporal, tanto da árvore gerada 
(original) como da árvore reduzida; confirmando assim, a grande acurácia do processo de 
ROC em árvores de cenários univariados. Neste capítulo, ao invés de utilizar o termo 
"árvore original" , adota-se o termo "árvore gerada" , porque a árvore original utilizada foi, 
de fato, gerada pelo modelo GEVAZP. 
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Tabela 6-1: Análise univariada. 

Água vermelha 1º período 2º período 
 

Médias 
Desvios padrões 
Valor mínimo 
Valor Máximo  

Árvore Ger. Árvore Red. 
2749.35 2748.47 
1019.24 1015.75 
1161.29 1161.29 
7122.46 7122.46  

Árvore Ger. Árvore Red. 
3297.75 3296.26 
1323.50 1317.72 
726.42 794.27 
11493.72 11493.72  

 
Dentre as estatísticas apresentadas na Tabela 6-1, a maior degradação causada pela 

redução de cenários ocorreu no desvio padrão do segundo período. Em termos percentuais, 
esta degradação equivale a 0.44% do valor do desvio padrão do segundo período. Uma 
perda significativamente pequena. 

Para o problema de operação de curto prazo do SIN, a configuração utilizada 
consiste claramente em mais de uma usina. Por este motivo, utilizam-se árvores de cenários 
multivariados. A seguir os estudos do processo de ROC para este tipo de árvore. 

 

6.1.2 – Árvore de Cenários Multivariados 
 
 Para árvores de cenários multivariados, cada cenário iw  possui uma representação 

matricial ,UT
iw ×∈R  sendo T  o número de períodos e U  o número de usinas utilizadas na 

configuração. Assim sendo, a norma utilizada na função que mede a distância entre os 
cenários precisa ser uma norma matricial; podendo ser, por exemplo, a função definida em 
(3.16) com a norma dada por  
 

,),(~),(~
1

,...,2,1
max∑ =
=

−=−
T

s
Ul

lswlswww  

ou, 
 

2
,...,2,1

)(:,~)(:,~ max lwlwww
Ul

−=−
=

 (6.1) 

 
Como no caso univariado, as médias e desvios padrões são analisados nesta seção; 

além disso, para árvores de cenários multivariados a análise estatística é estendida à 
correlação temporal e à correlação espacial entre as usinas hidroelétricas. A correlação 
temporal de uma usina é entendida como a correlação entre os períodos de tempo. Para a 
operação do SIN, a correlação entre as usinas é um fator importante no processo estocástico 
de geração de vazões afluentes aos reservatórios. Como as afluências dependem de 
condições climáticas, espera-se que usinas em uma mesma bacia hidrológica sejam 
positivamente correlacionadas. Este tipo de correlação é conhecido na literatura como 
correlação espacial. 

O objetivo desta subseção é mostrar que o processo de redução de cenários preserva 
eficientemente as características estatísticas dos dados inicias, incluindo as correlações 
espaciais e temporais. 
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As análises estatísticas apresentadas consideram árvores de cenários relativas a uma 
configuração real do SIN. 

 

6.1.3 – Caso Estudado 
 
Para o SIN, com um horizonte temporal de dois períodos ( 2=T ), serão 

apresentados a seguir estudos do caso em que a dimensionalidade da árvore de cenários 
gerada pelo modelo GEVAZP é reduzida em 90%. A qualidade da árvore reduzida ótima 
obtida é avaliada mediante diferentes testes estatísticos. Em particular, tais testes indicam 
uma aderência satisfatória entre o conjunto de cenários preservados na árvore reduzida, e o 
conjunto de cenários originais que compõem a árvore gerada. 

A configuração utilizada é a seguinte: 
• Histórico: 1931-1998 
• Tendência hidrológica: 1959 
• Mês inicial: janeiro 
• Períodos: 2 
• Número de cenários gerados para o primeiro período: 100 
• Número de cenários gerados para o segundo período: 10000 
• Número de cenários reduzidos para o primeiro período: 99 
• Número de cenários reduzidos para o segundo período: 1000 
• Número de usinas principais na configuração: 39 
• Usinas analisadas: Tucuruí (bacia do Tocantins), Três Marias (bacia de São 

Francisco), Salto Caxias (bacia do Iguaçu), São Simão (bacia do Rio 
Paranaíba), Água Vermelha (bacia do Rio Paraná), Itá (bacia do Rio 
Uruguai), Curuá-Una (Rio Curuá-Una), Porto Primavera (bacia do Rio 
Paraná) e Ilha dos Pombos (bacia do Rio Paraíba do Sul). 

 
Para os resultados numéricos que se seguem, foi utilizado o Algoritmo 6 para a 

redução da árvore; sendo o Algoritmo 4 para a seleção de cenários. 
A seguir as análises estatísticas entre as árvores gerada (árvore original) e reduzida. 
 

6.1.4 – Regressão Linear: Médias e Desvios Padrões 
 
 A fim de analisar os dados reduzidos, são apresentadas na Figura 6.1 as regressões 

lineares entre as estatísticas das árvores gerada e reduzida de todas as 39 usinas da 
configuração considerada. São apresentados também o coeficiente angular da reta de 
regressão linear ( xy θ= ), bem como o coeficiente de ajuste R-square )( 2R  que mede o 
ajuste da reta de regressão linear às estatísticas dos valores gerados, para maiores 
informações consultar a referência [9]. 
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Figura 6.1: Regressão linear entre as médias e desvios padrões - 1º e 2º períodos. 

 
Como todo desenvolvimento da técnica de ROC é fundamentado na minimização da 

diferença entre os valores esperados (expressão ( 4.3)), os excelentes resultados em relação 
à estatística média confirmado pela Figura 6.1 (parte superior) eram previsíveis. A parte 
inferior da Figura 6.2 mostra que também os desvios padrões foram eficientemente 
preservados em ambos os períodos. Estes resultados são confirmados pelo coeficiente 
angular da reta de regressão linear, e pelo coeficiente de determinação .2R  

 

6.1.5 – Regressão Linear: Correlação Temporal 
 
 Um elemento importante para a análise é a correlação entre as afluências dos 

períodos 2 e 1 de cada usina hidroelétrica. A Figura 6.2 compara esta estatística, quando 
obtida com os cenários gerados e pela ROC para cada uma das usinas da configuração. 
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Figura 6.2: Correlação temporal. 

 
Como se pode verificar, a Figura 6.2 apresenta bons resultados de aderência entre as 

correlações temporais (1º e 2º períodos) das usinas. 
Como proposto, serão apresentados a seguir as médias e desvios padrões de 9 usinas 

da configuração utilizada. 
 

6.1.6 – Valores Numéricos das Usinas Estudadas 
 
 São apresentados nesta subseção tabelas contendo as médias, desvios padrões, 

valores máximos e mínimos de cada período, tanto da árvore gerada como da árvore 
reduzida. Também são apresentados valores teóricos15 das médias e desvios padrões. 

Assim como as médias e desvios padrões, a correlação espacial entre as usinas são 
apresentadas graficamente na subseção 6.1.3, onde se encontram também os testes de 
aderência das distribuições de probabilidades para cada uma das 9 usinas analisadas. 

A tabela seguinte apresenta os resultados obtidos pela redução de cenários para as 
usinas de Tucuruí, Três Marias e Salto Caxias. 

 
Tabela 6-2: Análise multivariada - Tucuruí, Três Marias e Salto Caxias. 

 1º período 2º período 
Usina: Tucuruí 
Médias 
Desvios padrões 
Valor mínimo 
Valor Máximo 
 
Usina: Três Marias 
Médias 
Desvios padrões 

Gerado Reduzido Teórico 
10266.35 10247.29 10875.26
3247.53 3121.43 3676.38 
3906.97 3906.97 / 
22226.96 22226.96 / 
   
   
1317.41 1345.51 1270.44 
646.65 635.95 674.32 

Gerado Reduzido Teórico 
16266.81 16462.60 16852.83
5972.40 5104.78 6177.66 
1789.26 4502.70 / 
53111.17 53111.17 / 
   
   
1305.30 1347.14 1295.06 
791.75 744.68 804.82 

                                                 
15 A média e desvio padrão teórico correspondem aos valores esperados do modelo auto-regressivo. 
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 1º período 2º período 
Valor mínimo 
Valor Máximo 
 
Usina: Salto Caxias 
Médias 
Desvios padrões 
Valor mínimo 
Valor Máximo  

292.03 292.03 / 
3455.19 3455.19 / 
   
   
906.83 931.53 880.82 
684.10 650.74 762.19 
90.10 90.10 / 
3855.01 3855.01 /  

69.45 235.07 / 
16016.23 16016.23 / 
   
   
1125.49 1144.53 1116.40 
710.73 630.00 727.87 
95.41 109.05 / 
7112.89 7112.89 /  

 
Como mostra a Tabela 6-2, no 2º período, a distância entre a média e o valor 

mínimo é muito menor que a distância entre a média e o valor máximo. Por esta razão, e 
pelo fato de que os cenários são equiprováveis, pode-se concluir que valores inferiores à 
média são em maior número do que os valores superiores a ela. Como neste caso a redução 
de cenários foi rigorosa (redução de 90% do total de cenários) é natural que o descarte de 
cenários seja mais intenso nos valores inferiores à média. Isso explica o fato pelo qual o 
valor máximo foi preservado, e o valor mínimo foi descartado (não necessariamente em 
todos as usinas). O principal fator que influência na escolha de cenários é a função que 
mede a distância entre eles. Neste estudo foi utilizada a função μ  como em (6.1). 

A seguir a Tabela 6-3 apresenta resultados para mais 4 usinas. 
 

Tabela 6-3: Análise multivariada - São Simão, Água Vermelha, Itá e Curua-Una. 
 1º período 2º período 

Usina: São Simão 
Médias 
Desvios padrões 
Valor mínimo 
Valor Máximo 
 
Usina: Á. Vermelha 
Médias 
Desvios padrões 
Valor mínimo 
Valor Máximo 
 
Usina: Itá 
Médias 
Desvios padrões 
Valor mínimo 
Valor Máximo 
 
Usina: Curua-Una 
Médias 
Desvios padrões 
Valor mínimo 
Valor Máximo  

Gerado Reduzido Teórico 
2251.73 2283.82 2289.59
759.08 735.86 824.20 
1135.90 1135.90 / 
5191.12 5191.12 / 
   
   
728.11 740.02 745.57 
310.98 303.60 346.17 
174.20 174.20 / 
1741.07 1741.07 / 
   
   
473.55 491.42  470.80 
294.79 284.50 373.96 
59.66 59.66 / 
1692.97 1692.97 / 
   
   
106.68 104.94 107.85 
26.82 25.67 26.30 
57.74 57.74 / 
221.04 221.04 /  

Gerado Reduzido Teórico 
2620.59 2692.48 2709.84
1068.90 1015.87 1146.83
348.12 768.99 / 
8921.65 8921.65 / 
   
   
1065.34 1081.98 1081.92
515.05 466.17 537.91 
141.78 247.62 / 
4912.40 4912.40 / 
   
   
693.73 698.93 692.93 
582.14 530.07 608.46 
8.62 36.31 / 
11888.67 11888.67 / 
   
   
162.35 160.54 162.08 
52.40 43.32 51.83 
35.19 51.44 / 
434.84 378.85 /  
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Assim como na Tabela 6-2, as médias e desvios padrões dos cenários reduzidos 

estão, respectivamente, próximos às médias e desvios padrões dos cenários gerados. Estes 
últimos, por sua vez, são aderentes aos valores teóricos. 

 
Tabela 6-4: Análise multivariada - Porto primavera e Ilha dos Pombos. 

 1º período 2º período 
Usina: P. Primavera 
Médias 
Desvios padrões 
Valor mínimo 
Valor Máximo 
 
Usina: I. Pombos 
Médias 
Desvios padrões 
Valor mínimo 
Valor Máximo  

Gerado Reduzido Teórico 
2122.88 2182.55 2205.02
582.69 548.84 661.85 
912.73 912.73 / 
3816.60 3816.60 / 
   
   
316.78 325.02 297.97 
162.04 158.04 157.06 
70.61 70.61 / 
987.30 987.30 /  

Gerado Reduzido Teórico 
2475.73 2508.13 2476.77
925.69 804.99 953.47 
567.17 829.60 / 
8814.04 8814.04 / 
   
   
331.04 334.13 326.36 
176.94 158.85 180.46 
23.57 59.55 / 
2130.97 2130.97 /  

  
 
As Tabelas 6-2, 6-3, e 6-4 apresentam as médias e desvios padrões teóricos. As 

estatísticas dos cenários gerados (ou cenários originais) e as estatísticas dos cenários 
reduzidos se comportam de maneira satisfatória em relação às estatísticas teóricas. Uma 
análise gráfica destes resultados é apresentada a seguir. 
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6.1.7 – Resultados - Figuras 
 
 Uma primeira avaliação da qualidade dos cenários preservados consiste em 

comparar as estatísticas da árvore original (a árvore gerada pelo modelo GEVAZP) com os 
valores teóricos, segundo descritos em [5]. A árvore reduzida pela qual são apresentados os 
valores estatísticos a seguir possui 1000 cenários, que equivalem a 10% do total de cenários 
gerados. 

A média teórica e o desvio padrão teórico correspondem, respectivamente, ao valor 
esperado e ao desvio padrão do modelo auto-regressivo periódico, condicionado ao 
passado. A Figura 1 a seguir contém as médias e desvios padrões dos dados gerados e os 
valores teóricos. 

 
Médias e Desvios Padrões da Usina de Tucuruí 
 

  
 Figura 1: Médias e Desvios Padrões - Tucuruí  

 
A Figura 1 mostra que as estatísticas dos valores gerados estão contidas nos 

intervalos de aceitabilidade representados pelas barras de erros. As estatísticas dos cenários 
gerados (ou cenários originais) e as estatísticas dos cenários reduzidos pela técnica ROC se 
comportam de maneira satisfatória em relação aos valores teóricos. 

Vale ressaltar que para comparar as estatísticas reduzidas com as estatísticas 
teóricas os intervalos de aceitabilidade seriam mais amplos (a amplitude do intervalo de 
aceitabilidade é inversamente proporcional à raiz quadrada do tamanho da amostra). 

 
Correlação Espacial da Usina de Tucuruí 
 
 A Figura 2 apresenta as correlações espaciais entre as vazões da usina hidroelétrica 

de Tucuruí com as demais usinas hidroelétricas da configuração. A correlação espacial 
determina as dependências hidrológicas entre as usinas. Como as afluências aos 
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reservatórios dependem das condições climáticas, usinas de uma mesma bacia hidrológica 
são positivamente correlacionadas. 

O eixo das abcissas correspondem às correlações espaciais obtidas a partir dos 
cenários gerados. O eixo das ordenadas correspondem às correlações espaciais obtidas a 
partir dos cenários reduzidos. 

 
 Figura 2: Regressão linear entre as correlações espaciais – 1º e 2º períodos.  

 
Para este estudo, os cenários reduzidos representam apenas 10% do total de cenários 

gerados. No entanto, como mostra a Figura 2, este número bem reduzido de cenários ainda 
reproduz eficientemente as correlações espaciais entre as usinas hidrológicas da 
configuração. 

 
Testes de Aderência - Tucuruí 
 
 A tabela seguinte fornece os valores críticos referentes aos testes de aderência de 

Kolmogorov-Smirnov e Cramér-von Mises [26] para as distribuições de cada usina. Estes 
testes medem a aderência entre duas distribuições de probabilidades. Se o valor obtido for 
inferior ao valor crítico, considera-se que as distribuições de probabilidades, referentes à 
árvore original e à árvore reduzida, são aderentes. 

 
 Teste de aderência   1º período   2º período  
 Kolmogorov – Smirnov valor crítico: 1.36 (5%)   0.626   0.413  
 Cramér – Von Mises valor crítico: 0.46 (5%)   0.057   0.002  

 
Os valores da tabela acima confirmam mais uma vez a eficiência da técnica de 

ROC. Os valores obtidos são significativamente inferiores aos limites de aceitação. Este 
resultado garante a aderência entre as distribuições de probabilidades P  e ∗Q  de (4.7). 

Para o estudo das próximas 8 usinas, as conclusões são análogas às da usina de 
Tucuruí. 
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Médias e Desvios Padrões da Usina de Três Marias 
 

 
 
Correlação Espacial da Usina de Três Marias 
 

 
  

Testes de Aderência - Três Marias 
 

 Teste de aderência   1º período   2º período  
 Kolmogorov – Smirnov valor crítico: 1.36 (5%)   0.372   0.885  
 Cramér – Von Mises valor crítico: 0.46 (5%)   0.018   0.056  
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Médias e Desvios Padrões da Usina Salto Caxias 
 

 
 
Correlação Espacial da Usina Salto Caxias 
 

 
  

 
Testes de Aderência - Salto Caxias 
 

 Teste de aderência   1º período   2º período  
 Kolmogorov – Smirnov valor crítico: 1.36 (5%)   0.774   0.792  
 Cramér – Von Mises valor crítico: 0.46 (5%)   0.128   0.022  
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Médias e Desvios Padrões da Usina São Simão 
 

  
 
Correlação Espacial da Usina São Simão 
 

 
 
Testes de Aderência - São Simão 
 

 Teste de aderência   1º período   2º período  
 Kolmogorov – Smirnov valor crítico: 1.36 (5%)   0.589   0.467  
 Cramér – Von Mises valor crítico: 0.46 (5%)   0.054   0.01  
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Médias e Desvios Padrões da Usina Água Vermelha 
 

 
 
Correlação Espacial da Usina Água Vermelha 
 

 
  

Testes de Aderência - Água Vermelha 
 

 Teste de aderência   1º período   2º período  
 Kolmogorov – Smirnov valor crítico: 1.36 (5%)   0.358   0.477  
 Cramér – Von Mises valor crítico: 0.46 (5%)   0.011   0.008  
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Médias e Desvios Padrões da Usina Itá 
 

 
 
Correlação Espacial da Usina Itá 
 

 
  

Testes de Aderência - Itá 
 

 Teste de aderência   1º período   2º período  
 Kolmogorov – Smirnov valor crítico: 1.36 (5%)   0.593   0.649  
 Cramér – Von Mises valor crítico: 0.46 (5%)   0.085   0.008  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

 
Relatório Técnico – Projeto GEVAZP 83 
 

Médias e Desvios Padrões da Usina Curua-Una 

 
 
Correlação Espacial da Usina Curua-Una 
 

 
 
Testes de Aderência - Curua-Una 
 

 Teste de aderência   1º período   2º período  
 Kolmogorov – Smirnov valor crítico: 1.36 (5%)   0.44   0.481  
 Cramér – Von Mises valor crítico: 0.46 (5%)   0.076   0.061  
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Médias e Desvios Padrões da Usina Porto Primavera 
 

 
 
Correlação Espacial da Usina Porto Primavera 
 

 
 
Testes de Aderência - Porto Primavera 
 

 Teste de aderência   1º período   2º período  
 Kolmogorov – Smirnov valor crítico: 1.36 (5%)   0.613   0.585  
 Cramér – Von Mises valor crítico: 0.46 (5%)   0.124   0.022  
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Médias e Desvios Padrões da Usina Ilha dos Pombos 
 

 
 
Correlação Espacial da Usina Ilha dos Pombos 
 

 
 
Testes de Aderência - Ilha dos Pombos 
 

 Teste de aderência   1º período   2º período  
 Kolmogorov – Smirnov valor crítico: 1.36 (5%)   0.504   0.575  
 Cramér – Von Mises valor crítico: 0.46 (5%)   0.062   0.011  

 
 
Melhores resultados para o desvio padrão foram obtidos quando se utiliza a norma 

(6.1) na função ||)},~(||||),(||{1,max||~=||)~,( whwhwwww −μ  onde a função h  é definida 

como ,||=||||)(|| )2(1 )*( lpcewwh +  sendo )( ∗lpc  o " percentual de contribuição"16 da usina ∗l  da 
configuração estudada. A usina ∗l  é tal que  

 
                                                 
16 Sejam Ul 1,...,=  as usinas da configuração. Seja )(lϕ  a média dos cenários gerados para cada usina .l  
Define-se, neste trabalho, o percentual de contribuição da usina l  a seguinte razão: .

)(
)(:=)(

1= i
llpc U

i ϕ
ϕ  
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É importante que os cenários estejam padronizados, pois do contrário a usina que 

possuir maior potencial hidrológico causará um viés no cálculo das distâncias entre 
cenários ( ∗l  permanece fixo na maioria do cálculos de )~,( wwμ ). 

A seguir uma análise dos algoritmos de seleção de cenários apresentados no 
Capítulo 5. 

 

6.2 – Análise do Desempenho dos Algoritmos 
 
Esta subseção destina-se a tratar de forma mais concreta os três diferentes 

algoritmos de seleção, baseados nas duas modalidades apresentadas (Regressiva e 
Progressiva). Para deixar clara a eficiência de tais algoritmos em diversas condições de 
redução, será apresentada a seguir uma tabela com as medidas (em percentual) da 
proximidade entre os dados gerados e reduzidos e, contendo também, os tempos de 
processamento para ROC consistindo de seiscentos cenários gerados. 

Para calcular (em termos percentuais) a distância entre a medida de probabilidade 
inicial (i.e., dada pela árvore gerada com cenários equiprováveis) e a medida de 
probabilidade reduzida (árvore reduzida e redistribuída de forma ótima) é utilizada a 
medida de precisão relativa Δ  definida a seguir, de modo a proporcionar um valor 
percentual da ROC. 

 ,
})({
)(=:)( ∗Δ

ic
JcNred  

onde }{1,..., Ni ∈∗  denota o primeiro índice de cenário obtido pela seleção progressiva, ver 
Exemplo 3. Deste modo, })({ ∗ic  corresponde à possível melhor distância de P  a um único 
cenário ,∗iw  que neste caso, possui 100% de probabilidade de ocorrência. 

A Tabela 6-5 a seguir apresenta o tempo de processamento e a medida de precisão 
relativa dos Algoritmos 2, 3 e 4. 

Vale ressaltar que o tempo de processamento apresentados na seguinte tabela não 
incluem o tempo de geração de cenários pelo modelo GEVAZP.  

 
Tabela 6-5: Análise do desempenho dos algoritmos. 

Nº de cenários: R. R. S. (alg. 2) S. P. (alg. 3) S. P. R. (alg. 4) 
N 

redN  
600 100 
600 200 
600 300 
600 400 
600 500  

tempo Δ( redN ) 
42' 21" 25,8 
37' 30" 17,9 
30' 18" 12,1 
15' 40" 7,2 

5' 4" 3,2  

tempo Δ( redN ) 
10' 12" 25,1 
24' 40" 17,4 
38' 53" 11,7 
47' 10" 7,1 
60" 35" 3,2  

tempo Δ( redN )
0' 23" 25,1 
0' 24" 17,4 
0' 24" 11,7 
0' 26" 7,1 
0' 27" 3,2  
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A Tabela 6-5 mostra que o descarte de 50% dos cenários implica em uma perda de 
aproximadamente 12% da precisão dos dados. Além disso, no exemplo ilustrado nesta 
tabela é possível encontrar uma sub-árvore com seis cenários (1%) que acarreta uma perda 
de 49,4% da precisão relativa. Vale ressaltar que melhores resultados para a medida de 
precisão relativa podem ser obtidos no caso em que a árvore é univariada. Este resultado 
pode ser verificado em [10]. 

O Algoritmo 2 (Redução Regressiva Simultânea) obteve medidas de precisão 
relativa um pouco melhores que os algoritmos da modalidade progressiva. Este fato se deve 
ao modo de como cada algoritmo procede no caso de empate na escolha de determinados 
cenários. O empate de cenários é considerado como sendo, na iteração k-ésima do 
algoritmo, )(=)( 11 jJciJc kk ∪∪ −−  para diferentes índices de cenários ., ji  Neste sentido, 
distintos algoritmos podem selecionar diferentes índices e, por esta razão, obter conjuntos 
J  um pouco diferentes . Uma maneira de se escolher os índices empatados, é preservar 
aquele que está mais distante da média. Pois deste modo, existe a possibilidade de se 
contribuir para a preservação do desvio padrão. 

Como mencionado no Capítulo 5, o Algoritmo 2 é bastante eficaz quando se quer 
realizar uma redução fraca. Por outro lado, o Algoritmo 3 possui melhor rendimento no 
caso da redução forte. No entanto, ambos algoritmos são inferiores ao Algoritmo 4 (Seleção 
Progressiva Rápida) no que se diz respeito ao tempo de processamento. 

A Tabela 6-5 mostra que o Algoritmo 4 é superior ao Algoritmo 3. Pois como foi 
provado no Teorema 6, estes são equivalentes no que diz respeito aos índices de cenários 
preservados, porém, devido a complexidade computacional, o Algoritmo 4 é 
significativamente mais eficiente. A complexidade deste algoritmo decresce a medida que o 
número de cenários preservados ( redN ) decresce; para mais detalhes sobre a complexidade 
de cada algoritmo, consulte as proposições 2.3 e 2.6 em [8]. 

 

6.2.1 – Análise do Algoritmo de Redução Local 
 
 Como apresentado no Capítulo 5, a Redução Local é uma forma de construir uma 

árvore de cenários por meio de sucessivas gerações e reduções de cenários. 
A Figura 6.3 apresenta os resultados de regressão linear entre as médias e desvios 

padrões obtidos a partir de uma árvore com 2 períodos e 100 cenários (10 aberturas para o 
1º período e 10 aberturas para o 2º período) construída utilizando o Algoritmo 7. Para obter 
o subconjunto de 100 cenários, foram selecionados 10 a cada 1000 cenários gerados. 
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Figura 6.3: Regressão linear entre as médias e desvios padrões 1º e 2º períodos. Redução 

Local. 
 
A Figura 6.3 apresenta bons resultados para as médias. Foram obtidos níveis 

aceitáveis para os resultados dos desvios padrões do 1º período; melhores resultados são 
obtidos para os desvios padrões do 2º período. Vale ressaltar que foram preservados apenas 
1% do total de cenários gerados. 

Para melhor analisar a redução local, apresenta-se a Figura 6.4 onde são 
representadas as regressões lineares de uma árvore de cenários construída a partir da 
agregação em conglomerados (esta possui a mesma estrutura da árvore construída pela 
redução local). 
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Figura 6.4: Regressão linear entre as médias e desvios padrões 1º e 2º períodos. Agregação. 
 
A partir da Figura 6.4 pode-se verificar que, em se tratando de desvios padrões, a 

redução local é mais eficiente que a agregação em conglomerados. 
Outras comparações entre as duas metodologias podem ser encontradas em [21]. 
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7 - Conclusões 
 
A elevada cardinalidade de informações necessárias para representar acuradamente 

a incerteza hidrológica no planejamento da operação energética de curto prazo torna o 
problema de otimização a ser resolvido inviável em termos de tempo computacional para o 
SIN. A abordagem por meio da ROC se apresenta estatisticamente adequada para 
selecionar um subgrupo, de cardinalidade fixa, com os cenários mais representativos do 
processo estocástico analisado. 

O desenvolvimento teórico da ROC é fundamentado na seleção de eventos 
aleatórios de modo que se preserve a solução ótima e o valor funcional ótimo do problema 
de otimização estocástica subjacente. Como apresentado no Capítulo 4, a formulação da 
ROC é fundamentada na minimização da diferença entre os valores funcionais ótimos. Por 
esta razão, uma analogia entre o problema de selecionar cenários e o problema de 
transporte de Monge-Kantorovich se apresentou logicamente aplicável, quando se 
consideram como custo de transporte as probabilidades de ocorrência de cada cenário, e 
como distâncias entre as localidades de carga e descarga, as distâncias entre cenários. A 
relação de dualidade do problema de transporte, como apresentado no Capítulo 3, tornou 
favorável a satisfação do objetivo básico (selecionar cenários mantendo certos critérios de 
proximidade) por meio de fórmulas matemáticas compactas e de fácil aplicabilidade. 

A aplicação da ROC no problema de planejamento da operação energética 
proporcionou a necessidade de se estudar formas diferenciadas do cálculo de distâncias 
entre cenários, devido à situação dos cenários de afluências aos aproveitamentos 
hidroelétricos serem dispostos em formato árvore multivariada. Este assunto foi exposto no 
Capítulo 5, onde foram realizadas as análises de algoritmos e as apresentações de vários 
resultados do processo de ROC. Uma dificuldade apresentada pela aplicação da ROC neste 
contexto, é a necessidade de se armazenar um grande número de informações para calcular 
as distâncias entre os diferentes cenários. A proposta apresentada para contornar esta 
dificuldade é a utilização do algoritmo de redução local. Este algoritmo se apresenta 
eficiente tanto em termos de esforço computacional, quanto em termos de resultados 
obtidos. 

Como pode-se verificar pelos resultados apresentados, a técnica de redução ótima 
de cenários é uma ferramenta eficiente para selecionar cenários suficientemente 
representativos, proporcionando boa aderência estatística entre o grupo e o subgrupo de 
cenários de vazões afluentes. 

O uso da métrica de Fortet-Mourier para definir o problema de ROC e selecionar 
um subgrupo de cenários, a partir de uma árvore original com muitos cenários, permite 
eliminar redundâncias de informações, e reduzir significativamente o tempo de 
processamento computacional. Cabe mencionar que os tempos de CPU necessários para 
efetuar a ROC em uma árvore com 7500 cenários, reduzindo-a para 100 cenários, está na 
ordem de 50 minutos em um computador Pentium 4 de 3.00 GHz. O tempo de CPU 
necessário para se construir, por meio do algoritmo de redução local, uma árvore com 100 
cenários obtidos a partir de 10000 cenários, é de aproximadamente 2 minutos. 

A experiência numérica apresentada mostra uma margem percentual satisfatória nos 



 
 

 
Relatório Técnico – Projeto GEVAZP 91 
 

erros cometidos nas médias, nos desvios padrões, e nas correlações temporais e espaciais, 
quando aplicada a técnica de ROC. 

O trabalho apresentado, se futuramente aplicado no modelo DECOMP para a 
operação de curto prazo do SIN, permitirá utilizar árvores de cenários de cardinalidade 
reduzida que representem adequadamente o processo estocástico das afluências e que sejam 
satisfatórias, tanto em termos de esforço computacional, quanto em termos de qualidade das 
soluções obtidas. 
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Apêndice A 
 

Dualidade em Programação Linear 
 
O objetivo deste apêndice é provar alguns fatos importantes relacionados a 

dualidade em programação linear. 
  
 Proposição 4 Sejam mn bxc RR ∈∈ ,,  e A  uma matriz em nm RR × . Considere o 

seguinte problema 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤−

∈

0,
=:.

min

x
bAxas

xc'

nx R
 (A.1) 

onde o vetor c  representa os custos, sendo x  a variável de decisão e b  é um vetor 
associado à matriz de restrições A . 

A representação dual do problema (A.1) é dada por: 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
∈

.:.

max

cuAas

ub
'

'

mu R  (A.2) 

   
 Prova. Considere a função Lagrangiana do problema )~(P  
 xvbAxuxcvuxL ''' −−− )(=),,(  
sendo mu R∈  e nv +∈R  os multiplicadores de Lagrange. Resolver )~(P  é equivalente 

a resolver  
 ),,(supinf

,
vuxL

vux
 

que pela dualidade, é o mesmo que: 
 
 ).,,(infsup

,
vuxL

xvu
 

 
Calculando o inf x  tem-se: 

}.){(inf=
}){(inf=
}{inf=
})({inf=),,(inf

buxvuAc
buxvAuc
xvbuAxuxc
xvbAxuxcvuxL

'''
x

''''
x

''''
x

'''
xx

+−−
+−−
−+−
−−−

 

O conjunto em que vale −∞>),,(inf vuxLx  é chamado de conjunto viável, e é dado 
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por:  
 }=:),{( vuAcvu 'nm −×∈ +RR  (A.3) 
 
Eliminando v  em (A.3) e usando o fato de que ,nv +∈R  passa-se a ter a seguinte 

desigualdade .cuA' ≤  Logo, 
 { },:sup=),,(infsup

,
cuAbuvuxL ''

uxvu
≤  

e o dual do problema )~(P  é dado por 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
∈

,:.

max
)(

cuAas

ub
D

'

'

mu R  

como se queria mostrar.   ▄ 
 
Outra derivação do problema dual em PL pode ser obtida usando o Lema de Farkas. 
  
 Lema1 (Lema de Farkas) Para cada matriz nmA ×∈R  e cada vetor b  em ,nR  o 

conjunto 
 { }0> e 0;1 xbAxx 'n ≤∈R:=S  
é não vazio se, e somente se, o conjunto  
 { }0 e =;2 ≥∈ ubuAu 'mR:=S  
é vazio.   
 
 Prova.  (⇒ ) Suponha por absurdo que exista um par ,),( mnux RR ×∈  

respectivamente, pontos viáveis de 1S  e .2S  Neste caso tem-se que 
 
 0.=<0 ≤xAuxb ''  
 

O que é claramente uma contradição. Logo, não pode existir o par ).,( ux  
 
(⇐ ) Nesta parte é associada ao par ( 21,SS ) um par primal/dual, de modo que a 

negação de um dos sistemas equivalha a inviabilidade de certo programa linear e ilimitação 
do seu dual. 

Mais precisamente, considere o par primal/dual de programas lineares 
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⎪
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≤−
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)(e

0
=:.
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)~(
uAas
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x
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xc

P
'

'

mu

'

nx
R

R
 

 
Suponha que 1S  seja vazio, então )~(P  é inviável. Desta maneira, 
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 { } .=)(sup0inf=)(0supinf
,

∞−−+−−+
∅∅

xvbAxuxxvbAxux ''

vu

''''

u
 

 
Por outro lado, )(D  é viável para 0.=u  Resolver )(D  é o mesmo que  

 

),)~( para inviável é 0,)( (pois =

)(supinf=

)(supinf=

supinf=supinf

PxbAx

bAxu

uxAub

uAxubuAxub

'

xu

''

xu

'''

xu

''

x

'

u

≠−∞−

−

+−

+−+−

 

 
sendo x  um multiplicador de Lagrange do problema ).(D  Deste modo, )(D  é ilimitado e, 
portanto, deve existir uma direção de ilimitação u , ou seja,  
 

 0.> e 0: ubuAu ''m ≤∈∃ R  
Segue então que 2S  é não vazio.  ▄  

 
Com o auxílio do Lema de Farkas, enuncia-se o critério de otimalidade em 

programas lineares: 
  
 Lema 2: (critério de otimalidade em programas lineares) O ponto mu R∈  é uma 

solução do problema (A.2) se, e somente se, existe nx R∈  tal que o par ),( ux  satisfaça as 
relações seguintes 

 

tariedade)(complemen .=)
primal) do de(viabilida 0;)
primal do de(viabilida ;=)
dual) do de(viabilida ;)

xcubiv
xiii

bxAii
cuAi

''

'

≥

≤

 

 
 Prova. (⇒ ) Seja u  uma solução do problema dual ( P~ ). Define-se os conjuntos de 

índices E  e R  e N  correspondentes as restrições duais lineares ativas e inativas 
respectivamente: 

}=;{:= i
'
i cuAiE  e };<;{:= i

'
i cuAiR  Com esta notação, 

 

 
.<)
;=)

R
'
R

E
'
E

cuAvi
cuAv

 

 
Se ,= ∅E  existe que 0>δ  tal que 1δ−≤− cuA' , sendo nR∈1  o vetor unitário.  

Deste modo, para cada ,mu R∈  pode-se encontrar um número real 0>α  tal que 
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 0,)( ≤+−≤−+ uAcuuA '' αδρα  
e portanto uu α+  pertence ao conjunto viável de ( P~ ). Como u  é solução de ( P~ ), tem-se 
que para cada mu R∈  existe 0>α  tal que 

 
 ).( uubub '' α+≥  
 
Portanto, 0≤ub'  para cada .mu R∈  Isto implica que 0=b  e, logo, tomando 

,0= nx R∈  as relações de )i  a )iv  são satisfeitas trivialmente. 
Se ,∅≠E  então pode-se afirmar que o sistema 
 

)vii  0,≤uA'
E  0,>ub'  não tem solução .mu R∈  

 
Suponha por contradição que ∃  mu R∈~  tal que as relações em )vii  são 

satisfeitas.Então o vetor u~α  também satisfaz as relações, para qualquer 0.>α  O ponto 
,~uu α+  para 0>α  arbitrário, satisfaz as desigualdades 

 
) e (por 0)()

) e (por 0)()
)(por >)()

viiviuAcuuAx
vviicuuAix

viiubuubviii

'
RR

'
R

E
'
E

''

≤+−≤−+
≤−+

+

αδρα
α
α

 

 
A desigualdade a esquerda em )x  conseqüência de definir δ  como 
 

 0,<)(max:= i
'
i

Ri
cuA −−

∈
δ  

 
e a segunda desigualdade em )x  vale para algum 0,>α  pelo fato de que 0.<δ−  Mas as 

relações de )vii  a )x  implicam que uu ~α+  é viável para ( P~ ) e que .>)( ubuub '' α+  

Chega-se assim numa contradição, já que u  é solução de ( P~ ). 
 
Portanto, )vii  não tem solução ,mu R∈  e pelo Lema de Farkas, o sistema 
 
 0,=) ≥ybyAxi E  
 

deve ter uma solução ey R∈ , onde e  é a cardinalidade do conjunto .E  Seja r  a 
cardinalidade de R  e seja o vetor ,0 rR∈  tem-se que 
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Definindo nx R∈  tal que ),(= RE xxx , sendo ,:= e
E yx R∈  ,0:= r

Rx R∈  a condição )xiii  
se torna ),iv  a condição )xii  se torna as condições )ii  e ).iii  A condição )i  vale porque 

u  pertence ao conjunto viável do problema ( P~ ). 
Com isso, se prova que: se u  é solução ótima de ( P~ ), existe x  tal que as relações )i  a )iv  
são satisfeitas, como se queria mostrar. 
 

(⇐ ) Sejam mu R∈  e nx R∈  satisfazendo as condições )i  a ).iv  Para ,u  um ponto 

qualquer pertencente ao conjunto viável do problema ( P~ ), as relações a seguir resultam de 
simples manipulações algébricas: 

 

 

). e ,(por 0.
)(=

)(por =
)(por ))(=

viviii
cuAx

ivxcuAx
iiubuxAubub

'''

'''

''''

≤
−
−
−−

 

Logo ubub '' ≥  para qualquer u  viável. Portanto u  é solução do problema ( P~ ). ▄   
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Apêndice B 
 

Relações entre os Multiplicadores de Lagrange do Problema de 
Monge-Kantorovich Caso Discreto 

 
A seguir será provada a proposição apresentada no Capítulo 3, página 27. 
Proposição 2: Considere o caso discreto em que o espaço amostral PΘ  contém o 

espaço amostral ,QΘ  isto é, 
 

 },...,{= 1 NP wwΘ  e },,...,{=}~,...,~{=
11 MjjMQ wwwwΘ    

 
 sendo .},...,{

1 PMjj ww Θ⊂  Considere também a função μ  satisfazendo as condições )i  e 

)ii  de função distância da página 27. Com esta convenção o par ótimo ( vu , ), associado 
ao problema (3.9), possui a seguinte relação: 

 .= se,= kkji jivu −  

 
 Prova. A demonstração é feita utilizando a representação primal do problema (3.9). 

Pelo resultado de dualidade do problema MK, tem-se que 
 

{ }
),,(=

),(:max:=),(
=1=1,

QPMK
wwvuqvpuQP

kjikjikjkj
M

kii
N

ivu μγ μ ≤++∑∑   

 sendo 
{ }ikij

M

kkjkij
N

ikijkijkji
M

k

N

i
pqwwQPMK =,=0,:),(min:=),(

=1=1=1=1
ηηηημη ∑∑∑∑ ≥  

o problema primal. 
 

 Afirma-se que, se η  é solução do problema primal, então  
 
 0.>=

lsjljs η⇒  

 
Para verificar a afirmação, suponha que 0.=

lsjη  Sendo ,= ljs  tem-se que 

0;=),(
ljs wwμ  logo 

lsjη  não influência no valor funcional do problema ).,( QPMK  

Aumentando o valor 
lsjη  para 0,>~

lsjη  a restrição sksj
M

k
p=

1=
η∑  implica em uma redução 

do valor 
rsjη  (

rsjrsj ηη ~:= ) para algum índice Mr <  . Devido à restrição ,=
1= rjrij

N

i
qη∑  

tem-se um crescimento no valor 
rtjη  (

rtjrtj ηη ~:= ) para algum ;< Nt  pode-se então escolher 
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rjt =  para que o valor da função objetivo não aumente ( 0=),(=
rjtr wwjt μ⇒ ). De 

forma análoga, a restrição 
rjjrj

M

k
p

k
=

1=
η∑  implica em uma redução do valor 

njrj
η  

(
nn jrjjrj

ηη ~:= ) para algum ;< Mn  que por sua vez implica em um crescimento do valor 

.
nejη  Basta então escolher ln =  e ,= se  pois 

lsjη  (
lsjlsj ηη ~:= ) foi inicialmente acrescido. 

Em resumo, tem-se que: 
 

lsjη  aumentou; como ljs = , segue que o valor funcional não se alterou; 

 
rsjη  diminuiu; sendo rjs ≠ , segue que o valor funcional diminui; 

 
rtjη  aumentou; como rjt = , segue que o valor funcional não se alterou; 

 
njrj

η  diminuiu; sendo nr jj ≠ , segue que o valor funcional diminui; 

Reorganizando os índices, sjj ln ==  e rjt =  segue que o par ),( tsst ηη  teve uma 
redução em seu valores, e o par ),( ttss ηη  aumentou seu valores. 

Definindo ∗η  como 

 
⎩
⎨
⎧ ≠≠∗

contrário, caso ,~
 e  se ,

=
il

il
il

tlsi
η
η

η  

tem-se que ∗η  é viável e proporciona um valor funcional menor para o problema primal; 
contrariando assim a hipótese inicial de que η  é solução. 
Logo, 0>=

lsjljs η⇒  provando assim a afirmação. 

 
Passa-se agora à prova da proposição. Utilizando a notação do Capítulo 3 (página 

21), pode-se escrever o problema primal como 
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QPMK

'
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Escrevendo a função lagrangiana deste problema, tem-se que 
 
 ,)(=),,( XbAXXCXL ''' Π−−Λ+ΠΛ  

 
sendo MN +∈Λ R  e MN +

+∈Π R  os multiplicadores de Lagrange. 
Se a variável X  é solução do problema ),( QPMK , então existem ( ΠΛ, ) tais que 

satisfazem o sistema de otimalidade de Lagrange ( 0,=),,( ΠΛ∇ XL  ver [12]). Ou seja, 
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A igualdade em )i  equivale a  
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Suponha que ,= ljs  logo 0.= 1)( −Π+ +− lsMljs vu  Como já provado, 

0>=
lsjljs η⇒  que equivale a 0.>1)( lsMX +−  Utilizando a igualdade ),iii  segue que 

.==0 1)( ljslsM vu −⇒Π +−  

 
Com este resultado, basta verificar que o par 'vu Λ=),(  é solução do problema dual 
).,( QPμγ  Sendo X  solução do problema primal, pelo resultado de dualidade fraca,  
 
  viável,  todopara Λ≤Λ XCb ''  

 
e utilizando o Lema de Farkas (2), tem-se que 
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0;
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;

XCb
X

bXA
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''

'

Λ
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Logo Λ  é solução do problema primal ),( QPμγ  como se queria mostrar. ▄   
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