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RESUMO

O planejamento energético da operacdo de curto prazo ¢ modelado como um
problema de otimizagdo estocastica multi-estagio. Variaveis incertas, como as vazdes
afluentes aos aproveitamentos hidroelétricos, sao representadas por meio de uma arvore de
cenarios com probabilidades associadas. Porém, quando se utilizam arvores de mais de um
estagio, a complexidade do problema de otimizagdo resultante para o Sistema Interligado
Nacional torna dificil a resolugdo em tempos computacionais razoaveis. Este trabalho
estuda a técnica denominada de Redugio Otima de Cenarios (ROC) para definir distancias
entre arvores de cendrios, de maneira a obter arvores de portes menores que representem
adequadamente o processo estocdstico das afluéncias hidrologicas e sejam satisfatorias,
tanto em termos de esfor¢o computacional quanto em termos de qualidade da solugao do
problema de otimizag¢ao. Mediante o uso da métrica probabilistica de Fortet-Mourier e de
resultados de dualidade em programacao linear, a ROC permite calcular de forma explicita
a distancia entre duas medidas de probabilidade, correspondentes, respectivamente, a
arvore de grande porte e a uma arvore de porte menor, com cardinalidade fixa. Por sua vez,
esta distancia explicita define a funcdo objetivo para um outro problema de otimizacao, que
seleciona os cenarios mais representativos. Este problema de primeiro nivel, de natureza
combinatoria, ¢ de tipo set-covering. Para sua resolu¢do ¢ empregado um processo
heuristico chamado de estratégia de reducdo maxima que fornece algoritmos rapidos de
busca progressiva ou regressiva da cardinalidade da arvore reduzida.

O trabalho apresenta o desenvolvimento teérico completo da ROC, os algoritmos de
resolugdo, e uma validagdo numérica com resultados promissorios para as usinas
hidroelétricas que compdem o Sistema Interligado Nacional do Brasil.

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 1
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1- Introducéo ao Problema de Reducao de
Cenarios

Diferentes campos de atuacdo envolvem estocasticidade: telecomunicagoes,
finangas, transporte, meteorologia, entre outras, [23]. Deste modo, questoes relacionadas as
incertezas estdo cada vez mais presentes nos setores industriais. Dentre as técnicas capazes
de modelar as incertezas, pode-se destacar o importante papel exercido pela otimizagao
estocastica. Um modelo de otimizacdo estocéstica tem por finalidade fornecer a melhor
decisdo a ser tomada na ocorréncia de um cenario, ou realizagdo particular do evento
incerto analisado. Com o intuito de se representar melhor as incertezas, procura-se
aumentar o nimero de cenarios. Porém, devido aos altos tempos computacionais requeridos
para se resolver o problema de otimizacao resultante, pode ser preferivel trabalhar com um
nimero menor de cenarios, desde que sejam suficientemente representativos, [18]. Para
atender estes dois interesses contraditorios pode se utilizar, por exemplo, a técnica de
Redugio Otima de Cenérios (ROC), assunto principal deste relatorio.

Mais precisamente, este trabalho considera diferentes alternativas de redugdo de
cenarios, com aplicagdo para o problema do planejamento da operacdo energética do
Sistema Interligado Nacional (SIN). Do ponto de vista da programacao estocastica, trata-se
de um problema de grande porte e complexo, devido a presenca de um grande nimero de
usinas hidroelétricas dispostas em cascata ao longo de uma mesma bacia hidrografica. Por
esta razao, no Brasil o problema do planejamento da operacdo ¢ dividido em trés etapas
consecutivas — correspondentes ao médio e curto prazo, € a programacao da operacao —
conforme apresentado em [19]. A cada uma das etapas correspondem modelos
computacionais desenvolvidos pelo Centro de Pesquisas Elétricas (CEPEL), para a
operacdo do SIN. Em particular, para o problema de planejamento da operagdo de curto
prazo, o modelo DECOMP [19,27], determina a alocacdo 6tima de recursos hidricos,
térmicos e intercambios para cada estagio, minimizando o custo total esperado da operacao
ao longo do horizonte de planejamento, que pode ser de um ano. Neste contexto, as
incertezas em relagdo as vazdes afluentes aos aproveitamentos hidroelétricos sao
representadas por uma arvore de cenarios. Esta arvore de cenarios deve ser suficientemente
representativa, do ponto de vista do processo estocastico das afluéncias, e a0 mesmo tempo
deve ser suficientemente compacta, de modo a garantir uma resolu¢cdo do problema de
otimizagdo em tempos computacionais razoaveis. A técnica de ROC, estudada neste
trabalho, visa atender estes dois importantes objetivos.

Em geral, dado um problema estocastico cuja incerteza ¢ representada por uma
arvore com um grande numero de cenarios, o problema de ROC consiste em achar um
subconjunto reduzido de cendrios mediante uma técnica que proporciona aderéncia
estatistica ao processo estocastico e decisdes 6timas "semelhantes" as que se obteriam com
o conjunto original. Especificamente, considere a fungdo f(w,x) definida no conjunto

®x X, sendo ® o espago amostral onde as incertezas (cenarios) variam, € X o conjunto

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 2
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vidvel para a variavel de decisio X  contidas em R". Cada cenéario possui uma
probabilidade de ocorréncia conhecida; a distribui¢do de probabilidades dos cendrios ¢
denotada por P . Para o problema

min Y., (W X) p(w),

procura-se reduzir o nimero de cenarios para N, com N_, muito menor que N, e achar

red > red

uma nova distribui¢do de probabilidades Q, tal que o subconjunto de cenarios reduzidos
mantenha alguns critérios de proximidade com relacdo ao conjunto original. Para a
aplicagdo considerada, valores tipicos de N e N, sdo 10000 e 100, respectivamente. Uma

carateristica importante da técnica ROC ¢é que os N, cenarios escolhidos sdo, do ponto de

vista do problema de otimizagdo que se deseja resolver, os cenarios mais representativos
(este ponto serd tratado em detalhes na Secdo 4.1). Outro aspecto crucial do ponto de vista
da implementagdo numérica ¢ que a abordagem a priori mais natural, consistente em
eliminar N — N, cenarios por meio de analises exaustivas do conjunto de N cenérios,

pode nao ser possivel, tendo em vista a grande quantidade de combinagdes de conjuntos de

cenarios com cardinalidade N - N, 1.e.,

N
N _Nred .

Deste modo, ¢ preciso desenvolver técnicas heuristicas capazes de selecionar o
melhor subconjunto de cendrios, sem ter que percorrer todas as combinagdes possiveis.
Estas técnicas devem também representar adequadamente as variagdes entre as solugdes
reduzidas (obtidas usando dados reduzidos) e as solugdes originais (obtidas usando dados
originais).

Para avaliar a proximidade entre os cenarios de realizagdo aleatoria, sdao utilizadas
métricas probabilisticas cujo desenvolvimento tedrico parte do caso continuo
(correspondente a um ntmero infinito de cenarios). Tais métricas assumem um papel
fundamental na ROC, pois uma boa escolha da métrica probabilistica resulta em féormulas
explicitas para a selecdo de um subconjunto de cenarios e, posteriormente, para calcular a
redistribui¢ao de probabilidades Q[28].

! Para o problema do planejamento da operagdo energética de curto prazo, (®,x, f ) correspondem,
respectivamente, ao conjunto de cenarios hidrologicos, alocaggo e custos de geragdo e déficit.
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1.1 — Principais Contribuicdes do Trabalho

Este trabalho efetua a redugdo de cendrios hidrolégicos para o problema do
planejamento da operagdo energética de curto prazo utilizando as técnicas gerais
desenvolvidas nos artigos [6,8,10]. Todos os teoremas e proposicdes destes artigos foram
sistematicamente estudados e reestruturados neste manuscrito. Para um melhor
embasamento teorico, foi incluido um capitulo sobre os problemas de transporte (Capitulo
3), bem como a apresentacdo de algumas métricas probabilisticas. Também neste capitulo,
a subsecdo "Dualidade do problema MK (caso discreto)" descreve minuciosamente o
resultado de dualidade do problema de transporte de Monge-Kantorovich que proporciona,
com algumas condi¢gdes adicionais, a métrica probabilistica sobre a qual se aplica todo o
desenvolvimento teérico dos algoritmos de ROC.

Foram incluidas na parte teérica a Proposi¢do 2 que sob condigdes especificas
assegura a igualdade entre dois problemas de transportes, € a Proposi¢do 3 que determina
um limite superior para a diferenca dos valores 6timos de problemas estocasticos utilizando
distintas medidas de probabilidades. Foi desenvolvido o Algoritmo 7, denominado
algoritmo de reducdo local, que constrdéi uma arvore de cendrios através de sucessivas
geragoes e reducdes de cendrios, contornando assim a inviabilidade de armazenamento de
um namero de informagdes excessivo.

Vale ressaltar que os resultados apresentados em [8,10] sdo referentes a arvores
univariadas. Em contraste, neste trabalho sdo apresentados testes de reducdo de cenarios em
arvores multivariadas, isto é, quando a arvore considerada no processo de ROC tem
cenarios matriciais ao invés de vetoriais, veja subsecao 6.1.2. Esta situagdo ¢ comumente
encontrada no SIN, ja que a arvore de cenarios representa todas as usinas hidroelétricas do
sistema. Em geral, as configurag¢des de estudos do SIN consideram mais de 100 usinas. Por
esta razdo, diferentemente de [8,10], sdo utilizadas novas fungdes para se calcular as
distancias entre estes cenarios matriciais, e foram incluidos novos testes” estatisticos para
validar a técnica de ROC.

1.2 — Estrutura do Texto

Uma vez posicionada a ROC, exposto o campo de atuacdo, e definido o objetivo
basico deste trabalho, cabe agora descrever em linhas gerais o que se pretende em cada
capitulo.

O Capitulo 2, a seguir, contém uma descri¢do sucinta dos problemas estocasticos
com recursos em dois ou mais estagios. Em particular, os problemas de multi-estagios
evidenciam a dificuldade intrinseca de se lidar com informagdes de alta dimensionalidade,
isto ¢, com um grande nimero de cenarios. Este capitulo é baseado em notas de aulas
ministradas pela Dra. Claudia Alejandra Sagastizabal, em agosto de 2005, no IMPA.

* Outros testes efetuados no subconjunto de cenérios selecionados sio, por exemplo, a verificagio da
preservagdo das correlagdes temporais e espaciais entre as usinas.

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 4
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O Capitulo 3 apresenta o problema de transportes de massas de Monge-
Kantorovich, bem como sua representacdo dual, que por sua vez, desempenha um papel
fundamental para a ROC. Sao apresentados resultados de estabilidade para um conjunto de
solucdes do problema

1;21)? J-Gf (W, X)dP

O Capitulo 4 analisa em detalhes o conceito de ROC. E exposto o método pelo qual
se faz a escolha dos indices dos cenarios que serdo descartados, bem como formulas
explicitas de redistribui¢ao de probabilidades para os dados preservados. Neste capitulo sdo
enunciados e provados os principais teoremas, 0s quais proporcionam féormulas compactas
para os algoritmos de selecdao de cendrios.

O Capitulo 5 explica por extenso os algoritmos heuristicos de selegdo de cenarios.
Sao apresentados exemplos numéricos para uma melhor compreensdao dos procedimentos
efetuados por cada algoritmo.

O Capitulo 6 contém resultados obtidos com a técnica ROC quando a metodologia ¢
aplicada ao problema de reduzir dados de afluéncias as usinas hidroelétricas do SIN.

O Capitulo 7 finaliza com as principais conclusdes obtidas no decorrer deste
trabalho.

O presente trabalho tem ainda dois apéndices onde sdo demonstrados alguns
resultados matematicos importantes que foram empregados durante o desenvolvimento
teorico da ROC. O apéndice A contém resultados basicos de dualidade e condi¢cdes de
otimalidade em programacdo linear. A proposi¢do sobre a qual se apresenta as relagdes
entre os multiplicadores de Lagrange do problema de Monge-Kantorovich ¢ demonstrada
no Apéndice B.

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 5
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2 -Uma Introducédo a Programacao Estocastica

Quando utilizados no campo industrial, muitos problemas de otimizagdo podem ser
formulados como programas estocasticos convexos, que geralmente sdo de grande porte.
Em particular, no setor elétrico, um exemplo arquetipico ¢ o problema de planejamento
energético de curto prazo de sistemas hidrotérmicos, caracterizado pelas incertezas de
afluéncias aos reservatorios de agua (usinas hidroelétricas), pelas incertezas nos pregos de
combustiveis (usinas termoelétricas) e pelas incertezas com respeito ao mercado futuro de
energia (demanda).

Em geral, a estratégia adotada para modelar um problema estocastico de operagdo ¢é
usar como fungdo objetivo o valor esperado dos custos. Para isto, devem-se conhecer quais
sd0 as possiveis realizagdes futuras (cenarios) de todas as variaveis aleatérias envolvidas no
problema, ou gerar estes cenarios de alguma maneira sistematica. A cada possibilidade de
ocorréncia do evento aleatorio ¢ atribuida uma probabilidade

Dado X cR", um conjunto ndo vazio, convexo® e fechado; dado um espago

amostral ® cR" fechado, tal que W é um evento de ® — chamado cenério — considera-
~ . , . . 4 5 ~
se a fun¢do de custos f, semicontinua inferiormente™ ¢ convexa’ em relagdo a X € X, dada

por f:®xR" - R. Quando a cardinalidade de ® ¢ infinita, o valor esperado da fungédo
f em relagdo a uma distribui¢ao de probabilidades P — ©, ¢ definida como

E, f(W,X):= j@f (w, x)dP.
Quando ® ¢é um conjunto finito de N cenarios,
Ep f(W,):= D" (W, X)p;.

Com esta notagdo, o programa estocastico de interesse pode ser escrito da seguinte
forma:

min EP f (W, X).

xeX

3 Seja C um subconjunto de R", diz-se que C ¢é convexo se para quaisquer X € C, Y eCeacl01]
ax+(l-a)y eC.

* X cR",uma fungio f : X — R & dita semicontinua inferiormente no ponto & € X quando, para cada
& >0 dado, pode se obter >0, talque X X , | Xx—a|<o= f(x)<f(a)+¢

Diz que f ¢ semicontinua inferiormente quando ela o é em todos os pontos de X.

> Seja C < R" um conjunto convexo, diz-se que a fungdo ¢ :C — R é convexaem C quando para

quaisquer X€C, yeC e a €[0,1], tem-se g(aX+ (1—a)y)<ag(X)+ (1—a)g(y).
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Devido a caracteristica citada de existir um grande nimero de cendrios, na maioria
dos problemas reais tém-se um grande nimero de varidveis envolvidas. Com isto, em
grande parte dos casos, a resolucdo direta do problema ¢ computacionalmente inviavel,
sendo necessaria a aplicacao de técnicas especiais para reduzir a complexidade. Uma destas
técnicas consiste em decompor o problema tratado em problemas menores e mais simples,
que sdo chamados de problemas locais, seja através da decomposi¢cdo por precos ou por
recursos. No entanto, ha situagdes em que tais decomposi¢des nao sdo suficientemente
eficazes, ja que ndo conseguem contornar a inviabilidade computacional do problema
decomposto. Neste caso, uma alternativa ¢ a redu¢ao dos dados incertos, isto é, reformular
o problema desconsiderando alguns possiveis eventos e descartando cenarios W € ® . Esta
alternativa sera o principal assunto dos proximos capitulos.

A formulagdo (2.1) abrange os chamados programas estocasticos com recurso em
dois-estagios ou multi-estagios apresentados a seguir.

2.1 — Programacao Estocastica em Dois e Multi-Estagios

A resolucdo de problemas de otimizacao estocastica com recursos se baseia na idéia
de trabalhar o problema em uma forma decomposta, fixando valores das variaveis de
decisdo seqiiencialmente, segundo as incertezas vao sendo reveladas com o decorrer do
tempo, por estagios.

2.1.1 — Modelos com Recursos em Dois-Estagios

Nesta formulagao, os dados estdo reorganizados em dois niveis diferentes. Os dados
N ., . . . , . ~ o, . n ,
correspondentes as variaveis de primeiro estagio sdo deterministicos: f,:R' - R é uma
~ © o~ . m .
fungdo de custos convexa, as restrigoes lineares envolvem o vetor b, e R e as matrizes

A eR™™ e DeR™". Ja as variaveis de segundo estagio dependem de dados incertos,

variando com cada cenario We ®. Assim sendo, a funcdo de custos convexa de segundo

estagio ¢ denotada por f,: ®xR™ —R e paracada we ® tém-se os vetores b(w) e R",
m . m xn

b,(W) e R *", e as matrizes A, (W)eR ™ ~ e W(w)eR

Um programa estocastico com recursos em dois-estagios pode ser representado por:

m><n2

,,min f.(x')+ Ep f (W, X*(w))

X', (W), we®

sa: Ax' =h
A, (w)x* (W) = b, (w),
Dx' +W (w)x*(w) = b(w).

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 7
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A variavel X' representa o vetor de decisdes anteriores a realizagdo do evento
incerto correspondente a algum cenario W. Este primeiro periodo, em que ndo ha
incertezas, ¢ denominado de "primeiro estdgio" e todas as varidveis relacionadas a este
periodo sdo denominadas varidveis de primeiro estagio, bem como as restrigdes. J& o
segundo estagio ¢ determinado pelo conjunto de periodos em que hé incertezas em uma ou
mais variaveis. As varidveis de segundo estigio sdo dadas pelos vetores X*(W), sendo
We® um cenario, isto €, uma possivel realizagdo dos dados incertos para os quais se
deseja otimizar a variavel x*(W).

Uma representagdo equivalente do problema (2.1) envolve a fungdo valor V2(X1),
definida da seguinte forma:

min |, E, f(w,x*(w))
{xz(w),WeG)}

v,(x'):=1<sa: A, (W)x* (W) = b, (w), (2.3)
W (w)x*(w) = b(w) — Dx".

Uma vez conhecido o cenédrio W, a decisdo de recurso do segundo estagio ¢ o ponto
x*(W), solugdo de V,(x'). Neste contexto, X' se comporta como um pardmetro do
problema (2.3).

Assim sendo, o problema (2.2) pode ser dado da seguinte forma:

min f.(x")+v,(x)

2.4)
sa: Ax'=b.
A proposi¢do a seguir analisa algumas propriedades da fun¢do valor V, .
Proposicdo 1 Seja h:R" — R uma fungéo convexa e coerciva®, U um parametro
dadoem R?, W e R™" uma matriz de posto completo, b e R™, e D e R™P". Define-se
v(u) como sendo:
min h(y)
V(U) =< yeR" (2.5)

sa: Wy=b-Du.

A fungdo V é convexa, e se A'(u) denota um multiplicador de Lagrange associado

® Uma seqiiéncia {X } € R" ¢ critica em relagdo a um conjunto C,se {X } < C e[| X, ||—> © ou
{X,} = X, para X na fronteira do conjunto C . Diz-se que a fungdo g :C — R é coerciva no conjunto

C, quando para toda seqiiéncia critica {X, } emrelagdo C, tem-se limsup,  g(X, )= oo.

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 8
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a restricdo Wy =b—Du no ponto 6timo y“(u), isto é, satisfazendo v(u) =h(y*(u)) , entdo
A (u) D é um subgradiente da funcdo vV no ponto U ( A(u) D e ov(u) ).

Prova. Como W possui posto completo, segue que o sistema linear Wy =b — Du,
na variavel y eR", sempre possui solucio para todo u eRP. Sendo a funcdo h coerciva,
segue-se que o par (Y (u),A"(u)) sempre existe para qualquer que seja U € R”.

Escrevendo a funcdo Lagrangiana de (2.5) quando se relaxa a restrigdo
Wy=Db-Du:

L(y,A)=h(y)+ A(Wy—b+ Du),

a funcdo dual @(A)=inf,L(y,A) satisfaz a propriedade chamada "dualidade fraca" que
estabelece que @(1)<h(y) para todo Ae€R"™ e para todo yeR". Em particular, para
y=y' (W), v(u)=h(y (1)) 26(4), ou seja,

v(u) = ir;f{h(y)+20Ny—b+DU)}

inf {h(y) + A (Wy —b + Du)} + A(Du-Du),
y

para U um ponto qualquer em RP.

Portanto, v(u)> inf{h(y)+A(Wy—b+Du)}+A(Du—-Du), paratodo 1 €R"™. Em
y

particular, para A'(u), o multiplicador de Lagrange o6timo associado a restrigdo

Wy =b—Du, vale que

v

v(u)

v(u) > Vv(u)+A(u) D(u-u),

ir;f{h(y)+ A(U) Wy —b+Du)}+ A (u) (Du-Du)

portanto, A°(u) D é um subgradiente de v(TI).
Para provar que V(U) ¢ convexa, considere o conjunto

M(@u)={yeR":Wy=b-Du}.

Como h ¢ coerciva, dados u,,u, e R™ existem Yy,,y, € R" tais que
v(u) = h(y,),Wy,=b-Du,,
v(u,) = h(y,),Wy, =b-Du,.

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 9
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Dado t €[0,1], tem-se que

W[tyl +(1_t)y2] tWyl +(1_t)Wy2
t(b— Du,) + (1-t)(b—Du,)
= b-D[tu, +(1-t)u,],

ou seja, ty, +(1-t)y, e M(tu, + (1-t)u,). Entdo,

min h(y)

yeM (tuy +(1-t)uy)

h(tyl + (l_t)yz)
th(yl) +(1_t)h(yz)
tV(ul) + (1 —'[)V(Uz),

v(tu, + (1-t)u,)

IN A

ou seja, a fungdo V ¢é convexa. pg

Quando o conjunto ® ¢ discreto e finito, temos que
Ep (W, x* () = ZWE® p(w) f,(w, X* (W),

sendo p(W) a probabilidade de ocorréncia do cendrio W, para cada we ®. Neste caso, o

calculo de v,(x') pode ser decomposto em #® subproblemas de otimizagdo, segundo

apresentado a seguir:
Escrevendo V,(x',w) como sendo a fungdo valor na configuragio do cenario W,

tem-se que

min (W, x> (W))

X (w)
v,(x',wy=1{sa: A (wW)x*(w)=h,(w)
W (w)x*(W) = b(w) — Dx'.

para cada W € ®. Com esta notagdo, pode se escrever a fungdo valor Vv,(x') como sendo
v,(X) =20 PV (X, w).

Pela Proposigdo 1 € pela nova representagdo de Vv,(x'), ¢ facil verificar que v, (-) é
convexa e que

> PW(X) D edv,(X).

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 10
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Para resolver o problema de otimizagdo (2.4) que ¢ convexo e nao diferenciavel
usam-se métodos de otimizacao especiais como planos cortantes e feixes (ver [1]).

Um exemplo tipico de problema em dois-estagios € a expansao do sistema elétrico,
onde as variaveis de primeiro estdgio sdo referentes ao investimento, e as variaveis de
segundo estagio sdo dadas pelas incertezas de demanda e hidrologia. Porém, para alguns
problemas, as incertezas evoluem com o passar do tempo, e uma modelagem em dois-
estdgios ndo ¢ mais adequada. A seguir consideram-se os chamados modelos multi-
estagios.

2.1.2 — Modelos Multi-Estagios com Alocacédo de Recursos

Nos modelos com recursos em dois-estagios, todas as incertezas sdo resolvidas
apés passado o primeiro estdgio de decisdo; no entanto, em muitos problemas de
otimizacdo, as varidveis aleatorias sdo reveladas seqliencialmente, com o desenrolar dos
estagios, ¢ as decisOes devem ser analisadas em muitos periodos, sendo necessario um
outro tipo de enfoque no tratamento das incertezas.

Os modelos multi-estagios tém a vantagem de evitar uma escolha "cega" no inicio
do periodo de analise. Um aspecto chave ¢ a evolucao do fendmeno aleatorio ao longo do
tempo. Na formulagdo multi-estagio, o problema pode ter variavel de primeiro estagio
aleatoria; neste sentido ndo ha entdo distingdo entre primeiro estagio e subseqiientes
estagios.

Um problema de decisdo num estagio t pode variar drasticamente dependendo das
incertezas realizadas nos periodos anteriores. Por exemplo, para o problema de
planejamento da operacdo energética de curto prazo, extremamente dependente das
afluéncias aos reservatorio, € natural utilizar um programa estocéstico com multi-estagios.
Além do mais, toda decisdo a ser tomada, referente ao estagio t, leva em consideragdo o
nivel de dgua nos reservatorios até o final do estagio t —1, deste modo, as decisdes sdo
acopladas no tempo.

Uma maneira de representar os possiveis estados das varidveis aleatdrias nos
modelos de multi-estagios ¢ colocando os cenarios em formato arvore, ver Figura 2.1. Cada
cenario W, tem T componentes (cada componente pode ser vetorial). E assumido que
todos os cenérios coincidem no instante de tempo t=0, isto & W =W, =w; =---=Wwj,.
Isto significa que t=0 pode ser considerado como a raiz da arvore que contém N
cendrios. Cada n6 da arvore corresponde a realizagdo da variavel aleatoria para um estagio
. Vale ressaltar que um mesmo valor pode corresponder a diferentes cenarios. Na Figura
2.1, por exemplo, 0 n6 4 pertence tanto ao cenario W, como ao cenario W, (ou seja,

W’ =W, ). Quando usado o formato 4rvore, a denominada multiplicidade indica quantos

"ramos" da arvore sdo abertas em cada n6. Por exemplo, a arvore a direita na Figura 2.1,
possui multiplicidade constante e igual a dois (arvore binaria). A arvore a esquerda possui
multiplicidade variavel entre 1 ¢ 2.

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 11
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t=0 t=1 t=2 t=3 t=0 t=1 t=2 t=3

Figura 2.1: Cenarios em formato arvore.

Devido ao acoplamento no tempo das variaveis decisdo, tem-se a seguinte
definigao:

Definicdo 1 Implementabilidade

Um dos mais importantes aspectos no modelo com multi-estagios € a nocéo de
implementabilidade ou " nonanticipativity" em inglés. Em geral, se dois cenarios tém a
mesma seqiiéncia de nds entre o primeiro e o k-ésimo estagios, eles tém a mesma parcela
de informagdes durante estes periodos. Conseqiientemente, decisdes associadas a tais
cenarios devem ser idénticas até o k-ésimo periodo. Este requerimento é conhecido como
condicéo de implementabilidade.

Dados T estagios de decisdo com T =2, para t=1,2,...,T , seja X, (W) o conjunto

que contém todas as restrigdes do tipo A (W)X (W) = St(w) generalizando as restri¢des do

problema de segundo estagio (2.3), e também as restricdes de implementabilidade descritas
na Definicdo 1. No caso do modelo de dois-estagios, os conjuntos X, (W) e X,(W)

representam, respectivamente, as restrigdes de primeiro estagio, (X,(w) <> Ax, =b,) e de
segundo estagio (X,(W) <> A (W)x*(w) = b, (w)).

Existem também restri¢des acoplando dois estagios consecutivos, generalizando a
restrigio W (w)x*(w) = b(w) — Dx' do problema (2.3). Assim, pode-se escrever o problema
de multi-estagios da seguinte forma:

min  E, {i f.(w,x' (W))}
sa: Dt(Wi)XH(W) +W, (w)x" (w) = b, (w) we®,t=2..T
x'(w) € X, (W) we®,t=1,.,T.

O problema (2.6) ¢ formulado por estagios de decisdo "t" . Para passar a uma
formulagdo por nos, ¢ conveniente abrir a arvore de cendrios como mostra a Figura 2.2,
onde cada linha vertical indica componentes idénticas dos cendrios envolvidos, estas linhas

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 12
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verticais representam a condi¢do de implementabilidade dada na Definigdo 1.
I o
®

® O
t1s
®

t=0 t=1 t=2 t=3

Figura 2.2: Restri¢cdes de implementabilidade

Na arvore da Figura 2.1, cada linha que liga o n6 raiz a um dos nos do ultimo
estagio representa um evento aleatorio, ou seja, um cendrio. Logo esta arvore possui cinco
cenarios.

As linhas que ligam um n6 a outro na Figura 2.2 representam as restrigoes de
implementabilidade. Dos 20 nods existentes na Figura, hd 4+3+2=9 restrigdes.
Resultando assim, 20 -9 =11 nos como na arvore a direita na Figura 2.1. Por exemplo, se

y> e y° representam decisdes correspondentes a W ¢ W’ , tem-se Y =Vi.
Devido a condicao de implementabilidade, a cada estagio de tempo t <T, pode-se

ter uma quantidade de decisdes X, estritamente menor que o numero total de cenarios N.

Similarmente, pode-se chamar de A, D, ,Wi,Bi, e b, os valores A (w), Dt(W),Wt(W),Bt(W) e
b, (W) no estagio t, nos cenarios W associados com o né i, ver [24]. De forma analoga,
introduzindo as fungdes de custo f, o problema (2.6) ¢ equivalente ao problema,

formulado por nés, dado pela expressdo’

Inxin Zpi fi (%)

ieN
sa: Dix,;, +Wx =b,ieN\{0},
AX =D

A

com N o conjunto de todos os nds da arvore. A fungdo a(i) representa o nd
antecessor do | — ésimo né (ver Figura 2.3).

i
a() = afi) <
j

Figura 2.3: N6 antecessor do i-ésimo e j-€simo no.

7 As relagdes entre A (W), D, (W),W, (W), 6[ (w),b,(w), e f(W,.) doproblema (2.6)e A,D,,W,, Bi ,b,

e f, do problema (2.7) vém da passagem da érvore a direita na Figura 2.1 para a Figura 2.2.
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A principal dificuldade no problema (2.7) ¢ lidar com a dimensionalidade, seja de
forma explicita, descrevendo os cendrios no formato "arvore aberta" e usando as restrigoes
de implementabilidade, ou de forma implicita, percorrendo os cenarios de maneira
encaixada, usando técnicas de programagao dindmica, por exemplo, de modo a se redefinir
o problema original em subproblemas com dois-estagios.

O enfoque deste trabalho ndo ¢ sugerir métodos de resolucao de tais problemas, mas
sim apresentar técnicas para reduzir a dimensionalidade dos cenarios definindo o problema
de otimizacdo. O objetivo ¢ tentar eliminar redundancias e semelhangas de informacdes,
reduzindo assim a dimensionalidade da arvore de cendarios, de modo que a arvore reduzida
obtida represente acuradamente o processo estocdstico, e que seja vidvel em termos de
tempo computacional. Assume-se aqui, "redundancia" como sendo a ocorréncia de eventos
proximos, ou seja, eventos considerados '"parecidos" segundo alguma métrica
probabilistica.

Para muitos problemas reais de otimiza¢do multi-estagios, os eventos aleatdrios sdo
gerados sistematicamente por modelos econométricos baseados em histéricos de dados,
como ¢ o caso da analise de afluéncias aos reservatorios das usinas hidroelétricas.

A seguir ¢ fornecido o conceito de séries sintéticas, uma forma de se trabalhar com
cenarios gerados a partir de modelos. Para mais informagdes, ver [7,14].

2.2 — Série Sintética

Freqlientemente, na impossibilidade de se conhecer as ocorréncias futuras de
fenomenos incertos, adota-se a hipotese de que ocorréncias passadas, chamadas de "séries
histéricas" , proporcionam uma descrigdo razoavel do que pode acontecer no futuro. Por
exemplo, quando se deseja planejar ou operar um aproveitamento hidroelétrico, a série
histdrica de vazdes no local pode ser utilizada como dado de entrada para um modelo de
otimizacdo. Apesar de fornecer subsidios bastante tteis para algumas aplicagdes, os estudos
com séries historicas apresentam limitagdes sérias, j& que ndo € possivel contemplar
situagdes mais severas das registradas no historico. Por este motivo, as séries historicas
podem resultar insuficientes para compor uma amostra que estime acuradamente alguns
indices de risco (como o ndo suprimento da demanda), associados com situagdes severas ou
extremas. Ja os modelos de geracdo de séries sintéticas de afluéncias a partir da série
historica resolvem a dificuldade mencionada, por serem capazes de capturar caracteristicas
basicas das ocorréncias passadas, permitindo ao mesmo tempo a avaliagdo de riscos e
incertezas extremos pertinentes a um sistema hidroelétrico, [18].

Denomina-se série sintética todo possivel evento gerado por um modelo de uma
variavel aleatdria, seja este fisico, heuristico ou estocastico. Por exemplo, suponhamos que

o vetor W, = (W ,W’,W’,...,Ww' ', W) seja gerado a partir de um modelo. Esta ¢ uma série
sintética que assume valores Wit para todo instante de tempo t=1,2,...,T. Em geral, os
modelos podem gerar tantas séries sintéticas quanto se queira: W =ZIPZICD§"W}" +&,

. . t -z . t-I
sendo conhecidos os valores dos coeficientes @, e das variaveis de estado W, que foram
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7 . t / s R
observados nos periodos anteriores; & ¢ um ruido aleatorio. Este modelo pertence a

familia dos modelos ARIMA, [2].

Considerando €2 como o conjunto de todas as possiveis séries sintéticas, ¢ bastante
intuitivo que Q esteja contido no conjunto de todas as possiveis ocorréncias do fendmeno
aleatorio considerado, isto ¢, que Q c— ®. Logo, quanto maior for a quantidade de séries
sintéticas geradas, maior ¢ a chance de se estar proximo da incerteza representada por ® .
No entanto, a dimensionalidade de € pode deixar os programas de otimizag¢ao
computacionalmente inviaveis.

Uma possibilidade atrativa para escolher um subgrupo de séries sintéticas
suficientemente representativas ¢ utilizar como critério a medida probabilistica chamada de
"Fortet-Mourier" , [22], que garante otimalidade em dois sentidos, descritos a seguir:

§ Estabilidade, no sentido que, para pequenas variagdes do conjunto original de
séries sintéticas, resultem pequenas variagdes do subgrupo 6timo obtido.

§ Proximidade do grupo original, em termos de valores 6timos dos problemas de
otimizacao correspondentes.

Também se espera que as propriedades acima auxiliem a boa aderéncia do grupo
reduzido ao processo estocastico considerado. Os capitulos seguintes apresentam técnicas
para se reduzir o numero de séries sem que se percam informacdes estatisticamente
significativas contidas no conjunto inicial (original) de séries sintéticas disponiveis.
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3 - Problema de Transporte de Massas e
Resultados de Estabilidade

Em termos mais precisos, se define a distdncia de Fortet-Mourier como o valor
otimo de um problema de transporte, [22]. A minimizagdo desta distancia sobre todos os
possiveis subgrupos de séries sintéticas define o problema de ROC, assunto central deste
trabalho.

Este capitulo se destina a uma introdugdo ao problema de transporte de massas de
Monge-Kantorovich. O objetivo € apresentar as principais propriedades para entdo
desenvolver a teoria da reducao de cenarios, dispostos no formato arvore.

As relagdes de dualidade do problema de transporte de massas sdo de grande
relevancia para as técnicas de selegdo de cenarios. Pode-se, por meio destas, escolher os
cenarios mais representativos do ponto de vista do problema de otimizagdao que se deseja
resolver.

Nas se¢oes seguintes, sao tratados dois tipos de problema de transporte: o problema
de transporte de Monge-Kantorovich (MK), e o problema de transporte de Kantorovich-
Rubinstein (KR).

Antes de descrever tais problemas, necessita-se das seguintes defini¢des.

Definigdo 2 Seja S um conjunto ndo-vazio. A funcdo d :S — R ¢é dita ser uma
métrica se para quaisquer dois pontos x,y em S, d(x,y) € ndo-negativa e satisfaz as

seguintes propriedades:
i) d(x,y)=0se,esomentese, X =Y;
i) d(x,y)=d(y,X) (simetria);
i) d(x,y)<d(x,z)+d(y,z) (desigualdade triangular).

Defini¢cdo 3 Um conjunto S ¢é dito ser um espaco metrico, se S € um espaco linear
e possui uma métrica, d : S — R, associada®.

Definicdo 4 Um espaco S é dito ser separavel, se S possui ao menos um
subconjunto denso que seja enumeravel.

O espaco euclidiano R, ¢ um exemplo de espaco separavel, pois Q ¢é um
subconjunto denso e enumeravel em R. Munido da norma euclidiana, é também um espaco
métrico.

¥ Alternativamente, o espago métrico associado a métrica d podera ser representado por (S, d).
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3.1 — Transporte de Massas de Kantorovich

Dadas duas distribui¢des de probabilidades P ¢ Q em um espaco métrico separavel
O, e dada uma fungdo de custo x definida no espago amostral @, x0, cOxO, o
funcional de Kantorovich ¢ definido por

inf [ u(w,W(dP,dQ)

0px0q

MK (P,Q):={Sa: neByx0, (3.1)
n(Bx®,)=P(B)

n(®, xB)=Q(B), paratodo Bc ®, N ©,.

Se as distribuigdes de probabilidades P e Q sao discretas (com #P=N e
#Q = M), o problema (3.1) assume a seguinte forma,

N M
ir}]f 22 AW, W)
i-1j-1
sa: 7;20,i=1,..,N,j=1,..,M

— N
MK (P,Q) Sny=0;i=1.M
i=1

(3.2)

M
ZUU- =p,i=1,.,N,
i=1

sendo ¢;:=Q(W;) e p,:=P(w) as probabilidades de ocorréncia dos eventos W; €@, e
W, € ®,, respectivamente.

A Figura (3.1) proporciona uma intui¢do geométrica deste funcional.

Distribuigdo P Distribuigdo Q
1
1°

2
3 2’

4

o0
5

N i

21 Ny =4 ;l’]u = P,
= =

Figura 3.1: Representagdo do problema de Monge-Kantorovich.

Nas mesmas condigdes, define-se o problema de Kantorovich-Rubinstein como
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sendo

inf [ u(w,Wyp(dP,dQ)
n @PXGQ

KR(P,Q):=¢sa: ne®,x0,
1n(Bx0q)-1n(0p xB)=P(B)-Q(B).

Analogamente para o caso discreto,

N M
inf 22 AW, W)
i1 j-1

KR(P,Q)={sa: 7, >0,i=1,.,N,j=1,.,M

N M
Znij —Znij =q; - ppi=L.,N,j=1,..,M.
i=1 j=1

As distribui¢des de probabilidades P e Q dos problemas (3.1) a (3.4) podem ser
vistas como distribuigdes de massas inicial e final. Por exemplo, para o problema (3.2),
suponha que p; seja a quantidade de uma certa mercadoria situada na localidade W,, e que
d; seja a quantidade de mercadoria que deve ser entregue na localidade Wj. Levando-se

em considerac¢do que cada localidade de recebimento W deva receber mercadorias de todas
as localidades de entrega W (como mostra a figura 3.1), o valor u(W,W;) representa o
custo de trasporte da mercadoria pelo trajeto 7. A varidvel 77 pode ser entendida como
sendo planos de transportes. Se o infimo na variavel 77 ¢ atingido, suponha que seja em 77,
diz-se que 77 ¢ o plano 6timo de transporte. A existéncia de um minimizador 77 ¢
assegurada se o conjunto ®, x@®, for compacto, e a fungdo 4 for semicontinua
inferiormente.

Assumindo que J- (W, W)n(dP,dQ) <o, e devido ao fato de que o conjunto
Opx0q

viavel definindo KR contém aquele definindo MK, segue a desigualdade
KR(P,Q) < MK(P,Q).

Sob condicdes especificas, ¢ possivel obter a igualdade em (3.5). Tais condi¢des sdo
referidas a funcdo p, e serdo doravante apresentadas.
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3.2 — Representacao Dual

Serd apresentada nesta se¢do uma descri¢do da dualidade dos problemas (3.1) e
(3.3). Comecando pelo caso onde as distribui¢des de probabilidades sdo discretas, i.e., 0
espaco amostral ® possui um nimero finito de eventos. Nestas condigdes, a fungido
objetivo nos problemas (3.2) e (3.4) ¢ afim. Logo, utiliza-se a teoria de programacao linear
para estender as relagdes duais aos problemas (3.1) e (3.3).

Para uma representacdo dual do problema (3.2), basta escrevé-lo de maneira
equivalente ao problema (A.1), veja apéndice A.

3.2.1 — Dualizacao do Problema MK (caso discreto)

Suponha que para todo evento W, em ®, as probabilidades P ¢ Q estejam bem

definidas. Suponha também que, de forma mais geral, o nimero de atomos da distribuicao
P ¢ diferente do nimero de atomos da distribuicdo Q (N = M).

Reescrevendo a fungao objetivo do problema (3.2), tem-se que

N M M M
ZZ/I(WDW])UU = Zﬂ(WuVNVj ;i +Z/1(W2,V~Vj M, +
-1 i1

=i " (3.6)
et D (W, W) )y
j=1

Sejam os vetores C, e X, eR", definidos por

(W, W) ha

C = ,u(Wk',VNVZ) e X, = e |
H(Wy, Wiy ) v
Definindo os vetores C ¢ X e R™™ como sendo
C, X,
C:= ¢2 e X = x,2 ,
Cy Xy

é facil ver que a expressdo (3.6) é equivalente ao produto de C por X :

N M ~ = = = =
zi:lzj:yu(wi,wj)nij =C, X, +CX, +---+C X, =C X.
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restricdes do problema (3.2) podem, analogamente, serem reescritas
introduzindo a matriz AeR""™ xR™ definida por
- -
11...1
M
11...1
M
— 11...1
A=l " VR
100...0 100...0 100...0
M M M
010...0 010...0 010...0
M M M
1 00...01 00...01 00...01 |

O supra-indice M nas linhas da matriz representa a dimensdo dos blocos que
formam A, sendo os espagos em branco preenchidos com zeros. Finalmente, seja o vetor

beR"*™M formado pelas probabilidades pontuais das distribuigdes P ¢ Q:

b = [ p(Wl)J“'5 p(WN )9 q(wl)ﬁ“'5 q(WM )]I = [ pl"“a pN aqla'--, qM ]' = [ p’ q]'
Com esta notacdo, a igualdade AX =b equivale a Z.N: i =4, Z';A:ﬁii =p. A
restricdo X >0 equivale a ndo-negatividade da variavel de decisdo 77, i.e., n; 20,

i=1,..,N e j=1,..,M . Deste modo, o problema (3.2) pode ser reescrito como:

min C'X
sa: AX=b
- X <0,

que possui a mesma estrutura do problema (A.1).

Considere agora, UeR" e veR" como sendo os multiplicadores de Lagrange
associados as restrigdes do problema (3.7). Seja A o vetor formado por estes
multiplicadores,

u
A:={ }
\"

Com esta notagdo, e usando o resultado (A.2), o dual do problema (3.7) toma a
seguinte forma:
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mAax bA
sa: AA<C.

Assim sendo,

bA=up+vg= Z?:lui P + Z?ﬂ:lvjqj,

<
+
<
IA

(W, awl)

U +Vvy < p(wg, Wy )
u, +v, < u(wy, W)

Uy +Vy < a(Wy,Wy,).

Logo, resolver o problema (3.2) equivale a resolver o problema (3.8), que por sua
vez resulta em

N M
7.,(P,Q)= max{zui P+ D V0l +V; < g(wi,wj)}
v L=t

j=1
para i=1,..,N e j=1,..,M. A extensdo deste resultado ao caso continuo se di sem
grandes complicacdes na subsecao a seguir.

3.2.2 — Dualizacao dos Problemas MK e KR - caso continuo

A extensdo das relacdes duais do problema MK ao caso continuo, segue da
defini¢do de integrabilidade a Riemamm. A integral de Riemamm ¢ definida como uma
soma infinita de parti¢des do dominio da fungdo. Para fixar as idéias, na reta real, a integral
definida de uma fung¢ao ¢ dada por

limn—w Zinzomi (ti+1 - tl) :g f (X)dx = limnoe Zin:oM i (ti+1 - ti):

onde o conjunto {t,,t,,...,t,} representa uma parti¢ao do intervalo [a,b]c R. Os valores m,

e M, séo, respectivamente, o infimo e o supremo da fun¢do f no intervalo de reta [t,t 1.

Desta maneira, podemos considerar o problema (3.1) como um programa linear
(considerando uma particdo suficientemente grande do dominio da fungdo u(-,)).
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Procedendo como no caso discreto, a representagao dual do problema (3.1) segue da forma

7,(P,Q)=sup ju(w)dP+jv(W)dQ:u(w)w(W)gﬂ(W,W),wE@P,we@)Q. (3.10)
u,v G)P G)Q

Para obter a representacdo dual do problema KR, ¢ suficiente seguir os mesmos
passos utilizados para a obtengdo do dual do problema MK. Visto que o problema (3.4) ¢
um programa linear (PL), e que (3.3) pode ser aproximado por um PL (devido a defini¢do
de integrabilidade a Riemamm) a representac¢do dual do problema KR segue da forma

£, (P,Q)= sup{jU(W)d(P —Q): u(w) —u(W) < z(w, W), w, W e @}. (3.11)

Para mais detalhes, ver [22].
Se a funcdo x for simétrica, segue das restricdes do problema (3.11) que

) u(w)—u(Ww)
i) uW)—u(w) < u(W,w);
i) uw)—u(Ww) > —u(W,w).

IA

L(W, W) para todo w, W € ©;

Usando a simetria da fungdo u, de i) e iii), tem-se que
— (W, W) <u(W) —u(W) < z(w, W),
que € equivalente a
Ju(w) —u(W)| < z(w, ).

Logo, pode-se escrever (3.11) como
&,(P,Q)=sup, {j u(wWyd(P —Q): |u(w) — u(W)| < z(w, W), w, W @}.

Afirmagéo: O valor &, (P,Q) é ndo-negativo.

Suponha o contrério, i.e., ju(W)d(P—Q)<O para uma fun¢do U solugdo do
[©)

problema (3.11). Tomando Vv:=-U, tem-se que Iv(w)d(P—Q)>0, e as restricdes
[©]

|V(W) —V(\Tv)| < u(w,W), w,We® continuam sendo satisfeitas. Isto contradiz a hipdtese de
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que U seja uma solugdo do problema (3.11).

Portanto nao ha alteracao na solug¢dao do problema em considerar o valor absoluto na
funcao objetivo do problema KR.

E,,(P,Q)=§,,(P,Q)=SUP{

Juwyd(P-Q)

u(w) —u(W)| < ga(w, W), w, W @}. (3.12)

A seguir, algumas relagdes entre os funcionais de Monge-Kantorovich e
Kantorovich-Rubistein.

3.2.3 — Relacgéo entre os problemas MK e KR

Serdo apresentadas nesta subse¢do, algumas condi¢gdes que asseguram a igualdade
entre os funcionais (3.1) e (3.3). Primeiramente, suponha que a fung¢do / satisfaga as

condigdes de "fungéo distancia™ seguintes
i)  u(w,W)=0se,esomentese,W =W,
i) u(w, W)= u(W,w) para todo w, W € @ (simetria);

sup{u(w, W) : w, W e B,|| w— W||< &} tende a zero quan do & tende a zero,
para todo subconjunto B em ©;

i)
iv) Exista uma fun¢doz : ® — R, limitada em conjuntoslimitados,
tal que : g(w, W) < 7(W) + 7(W) para todo w, W € ©.

A seguir analisa-se quando estas propriedades sao satisfeitas.

* Se u(w,W) ¢ uma norma, as quatro propiedades valem.

* Se 1(W, W) é uma fungdo continua, a propriedade Iil ¢é satisfeita.

* Se ® ¢ um conjunto compacto e (W, W) ¢ uma funcio continua, (iV) vale, ja
que toda fungdo continua em um conjunto compacto ¢ limitada. Assim, existe M €R tal
que, (W, W)<M para todo W,We®, fazendo r(W)=max{l,|w|}M/2, segue o
resultado.

Um exemplo de funcdo u satisfazendo tais propriedades ¢ dado por

M, ©OxO >R, como

(W, W) =[] w — W || max{1,h(|| w—w, [),h(l| W —w, [}
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onde W, ¢ um elemento dado em ©, ¢ h:R, >R, é uma fung¢do continua e ndo

decrescente.
Claramente, a funcdo g/, satisfaz as propriedades I a lii. Ja a propriedade IV ¢é

satisfeita para
7,(W) = 2[| w—w, || max{1,h(|| w—w, [)}.

Para verificar esta afirmagao, considere trés possibilidades na operagdo do maximo
definindo /4, (os casos restantes sdo analogos).

Caso 1 Se max(1,h(]|w—w, |)),h(|W-w,|) )=1, entdo
(W, W) =l w—W | <[fw=wy || + [[W—w, [ <2[[w=w,[[ + 2] W-w,||
= 7,,(W) + 7,,(W), como Se queria mostrar.

Caso 2 Se h(||w—w, [|)>1>h(]]W-w,||), entdo

H (W, W) =[[ W =W | h(l| w =W [[) [ w—=w, [[h(llw—=w, [[) + (| W—w, || h(l| w—Ww, [)).
Como h é ndo-decrescente, || w—w, ||| W—w, ||, pela hipétese do caso, segue que
1, (W, W) <2 || w—w, || h(]| w—w, ||). Por hipotese e pela definigéo de , ,

7,(W) + 7, (W) =2|w—w, ||h(|w—-w, ||) +2]| W-w,]. Portanto,

LW, W) < 7(W) + 7(W).

Caso 3 Se h(||w—w, |)) > h(]| W—w, |))>1, o resultado é analogo ao caso 2.

Logo, esta comprovado que £/, satisfaz também a condigdo V.

A seguinte proposi¢do estabelece condi¢cdes para garantir a igualdade entre os
problemas duais (3.2) e (3.4).

Proposicdo 2 Considere o caso discreto em que o espago amostral ®, contém o

espaco amostral @, isto ¢,
Op = W,.., Wy } €Oy = {W,,..., W, } = {le s Wy },
sendo {le s W } © ®,. Considere também a fun¢io 4 satisfazendo as condigdes 1) e

I1) de fungdo distincia. Com estas consideragdes o par 6timo (U, V ), associado ao

problema (3.9), possui a seguinte relacao:

u; =—\7jk, sel=J,.

Prova. Ver apéndice B.
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Definindo q, =0 para W, € ®,\0,, e utilizando o resultado da Proposi¢do 2,

pode-se entdo reescrever o problema (3.9) da forma

7, (P.Q) = max, {2 U (P, —0,) U, —U, < (W, W,),i =1,..,N,j=1,.M},

Logo, se a fungdo 1(:,) satisfaz as condigdes i)-iv), segue a igualdade

7.(P.Q)=¢,(P.Q),

ou de forma equivalente,
MK(P,Q)=KR(P,Q). (3.13)

Se a fungdo u for simétrica ( (W, W;)= x(W;,w;)), usando o resultado (3.12), o
problema dual de (3.2) ¢ dado por

7.(P.Q)= mfx{Epu(w) — EQU)| - u(w,) — u(W, | < (W, ,)}, (3.14)

para i=1,.,N e j=1,..,M, sendo EPu(W)=ZiN:lu(Wi)pi.

A extensao deste resultado ao caso continuo foi mostrada pelo matematico Leonid
V. Kantorovich em 1942. Este sera o assunto a seguir.

Teorema 1 (Teorema de Kantorovich). Considere o funcional
x(P,Q):=sup |[f(w)dP - [f(w)dQ|, (3.15)
feFﬂ G)P ®Q

para F,:= {g 10 > R;|g(w) - g(W)| < u(w, VT/)}, e para P e Q duas medidas de

!

probabilidades em um espago métrico separavel ® que contém os espagos amostrais @, ¢

©. Considere também uma fun¢do 4 como definida em ®x® — R, satisfazendo as

+,
condigdes (I - V).
Entao,

MK(P,Q) = x(P,Q).

Prova. A prova deste teorema ¢ feita em duas etapas. A primeira consiste em
provar a desigualdade MK(P,Q)>x«x(P,Q), e a segunda etapa consiste em provar a
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desigualdade contraria. Serd feita a seguir a prova da primeira etapa; a segunda
desigualdade pode ser verificada em [22].
Dada f eF,, e uma probabilidade bivariada 77 com distribuigdes marginais P e

Q, se tem que

[ fwdP— [ f(w)dQ [ fwn(dP,dQ) |- [| [ f(@mn(dP,dQ)

®p Q ©p | 9 O L%

Il
—

=[] [fwmP,dQ) |- [| [f@n(dp,dQ)

Op Q Op Q

= | [(Fw)— f(@)n(dP,dQ)

@PxG)Q

< f \(f (w)— f (W))n(dP,dQ)
®PX®Q

< [utw.wy(dP,dQ).
®P><®Q

Como f e 7 sdo arbitrarias, tomando o sup, no lado direito e tomando o inf, no

lado esquerdo da desigualdade acima, tem-se que x(P,Q)<MK(P,Q); como se queria
mostrar. gg

Para o caso particular da ROC, o resultado do teorema de Kantorovich ja havia sido
provado em (3.13) e (3.14).

A seguir serdo apresentadas algumas métricas probabilisticas. Em particular, sera
estudada a métrica de Fortet-Mourier que, por suas caracteristicas intrinsecas, possui uma
importante relagdo com o problema (3.14).

3.3 — Métricas Probabilisticas e Resultados de Estabilidade

Esta secdo apresenta diferentes exemplos para medir a distancia entre duas
distribui¢des de probabilidades. Tais fungdes sdo chamadas de métricas probabilisticas.
Serdo apresentados também alguns resultados de estabilidade que permitem analisar a
aplicabilidade de uma métrica probabilistica dada para a ROC.

A escolha de uma métrica adequada ¢ de grande importancia para a ROC, pois
determina quais serdo os cenarios selecionados. Também como conseqiiéncia da métrica
escolhida, sdo obtidos os melhores pesos para os cendrios preservados (0s cenarios
mantidos apds aplicar a estratégia de ROC), mediante uma redistribui¢do de probabilidades.

A seguir as defini¢des de distancias probabilisticas. Para maiores detalhes sobre este
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assunto, consultar a referéncia [11].
Meétricas Probabilisticas

Sejam P e Q duas medidas de probabilidades e, f € F, uma funcio semicontinua
inferiormente definida em ®xR" —R, onde F, ¢ uma familia qualquer de fungdes

convexas com respeito a variavel de decisdo xeR".
Uma métrica probabilistica define uma distdncia entre distribuigdes de
probabilidades. Esta distancia pode ser baseada nos valores esperados correspondentes a

uma familia de custos Fﬂ :

d(P,Q) = sup jf(w,x)dp—j f (w,x)dQ|.
feF#G) ®

A seguir, serdo apresentadas diferentes familias F,, bem como suas

correspondentes métricas probabilisticas.

3.3.1 — Distancia Variacional
Esta distancia utiliza o conceito de func¢do indicadora. A fungdo indicadora 1,,

também conhecida como "indicador" de um conjunto A c ®, ¢ uma funcdo que assume o
valor 1 em A e 0 no seu complemento.

A distancia associada a classe de fung¢des indicadoras ¢ conhecida como distancia
variacional. Matematicamente, ela assume a seguinte forma:

d, (P,Q)=sup [1,(w)d(P-Q)w)

onde d(P—-Q) ¢ a func¢do de densidade de probabilidades correspondente a diferenga das
distribui¢des P e Q.

3.3.2 — Distancia de Kolmogorov-Smirnov (KS)

A distancia KS ¢ definida como a maior diferenca entre as distribui¢des de
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probabilidades acumuladas correspondente a P e Q, mais precisamente, sejam P e Q

distribuigdes de probabilidades e W € ® um evento. A distancia de Kolmogorov-Smirnov é
dada pela expressao:

dys (P,Q) =sup,.

[" dptyt - jwoon(t)dt‘.

Tanto a distAncia KS quanto a distincia variacional medem a proximidade entre P
e Q independentemente de qualquer problema de otimizagdo. A seguir consideram-se

distancias que levam em conta fungdes de custos de problemas de otimizagao para medir a
proximidade entre as duas probabilidades.

3.3.3 — Distancia de Fortet-Mourier
Seja 1:0x0® —R, dada por
(W, W) =|| w— W || max{L,]| w—w, || W —w, [}, (3.16)

para W, um elemento fixado a priri em ©, e r>1 um nimero real fixo. Para o caso de
probabilidades associadas com arvores de cendrios, uma possivel escolha de w, ¢ o vetor
formado pelos valores esperados da distribui¢do P em cada estagio de tempo,

— 1 2 T t _N t t
w, =[E;wW,E;w",..,E;w ], com E;w =, p(wW,)w;,

ver Figura 3.2.

& & E & & 2

)

¥
2
Exw®  Ew' By E°

Figura 3.2: Uma possivel escolha de wo.

Para esta fungéo u, a classe F, de fungdes Lipschitz-continuas’ de ordem L, induz

 Uma fungdo f ¢ Lipschitz-continua com constante L se para quaisquer X, y € R" tem se que
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a distancia chamada de Fortet-Mourier:

dey (P,Q) = SUP{

feFﬂ

j f (w, x)dP —j f (w, x)dQ|:| f (w,)— f(W,)

[©] (©]

< u(w, W)}. (3.17)

Note que a métrica d.,, nada mais € do que o funcional (3.15) definido no Teorema
1. Logo, resolver o problema MK equivale a medir a distancia entre P e Q.

Desta forma, um motivo importante para se usar a métrica dp,, para selecionar
cenarios de uma arvore, € a preservacao da proximidade entre os valores 6timos E, f (w,X)
e E, f(W,X), onde X € B(X,¢), para £ >0 pequeno.

3.3.4 — Distancia de Wasserstein

A distancia de Wasserstein ¢ um caso particular da distancia de Fortet-Mourier.
Mais precisamente, resulta de escolher r =1 na fungdo g definida em (3.16):

snw—wn}.

Pelos motivos mencionados nos itens 1) e 1) acima, este trabalho faz uso da

dy (P,Q)= SUP{

[ £ 0w, 0dP = [ £ (w,x)dQ|:| f (wi) - F (W)

métrica de Fortet-Mourier. Passa-se agora a uma analise detalhada da fungdo
fundamental para os resultados de estabilidade.

3.3.5 — Resultados de Estabilidade

Para uma medida de probabilidade dada, considere o problema (3.18) a seguir e os
seguintes conjuntos

min E, f (W, X) (3.18)
V(P):=inf{E, f(w,X):xe X}e (3.19)
S,(P)={xe X :E,f(w,x)<V(P)+¢&}, (3.20)

[ FOO-TW <L[[x=yl.
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para cada £>0. Claramente, V(P) ¢ o valor 6timo do custo esperado para o problema
(3.18) e S(P)=S,(P) ¢ o conjunto solugao.

Uma etapa fundamental da ROC consiste em determinar valores para uma
distribui¢ao de probabilidade Q, que mantenha a "proximidade" V(Q) com V(P). A

nocao de proximidade ¢ avaliada através de resultados de estabilidade que proporcionam
condi¢des adequadas para a redistribui¢do dos cendrios preservados, evitando a dispersao
entre S(Q) e S(P).

Dada duas medidas de probabilidade P e Q, o Teorema 2 a seguir estima a
proximidade entre V (Q) (S,(Q)) e V(P)(S,(P)), em relagdo a uma métrica probabilistica
dada. Para isto, considere a notacio a seguir: B(0, p) '° ¢ a bola fechada de raio p em R",
P(®) uma familia de subconjuntos de ®, ¢ P, o conjunto de medidas de probabilidades

dado por:

={QeP(G)):—oo<J.X irr\1f f(WX)dQ<I sup f(WX)dQ<ooparat0dop>0}

5 eXNB(0,p) © XeXNB(0,p)

Considere também a distancia entre P,Q e P,

d; ,(P,Q)= sup If(w X)dP — If(w X)dQ| para cada p>0.
xeXNB(0, p)®
Teorema 2 Dado P € b, suponha que S(P) € néo vazio e limitado. Entéo
existem constantes p>0 e ¢ >0 tais que
V(P)-V(Q)[<d, ,(P,Q)ed = S(Q) = S(P)+M(d, ,(P,Q))B(0.1),

sempre que Qe P, com d; (P,Q)<&. Além do mais, para qualquer & € (0,(2:) tem-se

que:

dm(Sg(P),Sg(Q))S 2p d; .. (P,Qquando Qe P, com d; . (P,Q)<e.

Neste teorema, M () :=n+y ' (217), n>0, onde
(7)== minxern {E, T (W, X) =V (P):d(X,S(P)) > 7}, para 7>0

"% Por definigdo, B(0, p) :={xeR":|| x| < p}
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¢ a funcdo condicionada ao problema (3.18); d_(C,D):=sup, 40 |d(X,C)-d(x,D)| ¢ a
distancia de Pompeiu-Hausdorff entre os conjuntos fechados e ndo vazios C,DcR"; e
d(X,C)=infyec || X— Y| ¢ adistanciade xeR" a C cR".

Para a demonstragao, ver [6].

O Teorema 2 mostra que existe uma bola em R", centrada em zero € com raio p,

tal que a diferenga em modulo dos valores esperados de duas distribuigcdes de
probabilidades com relacdo a fungdo f(-,X) no ponto 6timo de (3.18) é menor que o

supremo, também em modulo, dos valores esperados para todo X pertencente a esta bola:
V(P)-V(Q)<d; ,(P.,Q),
ou seja,
infxex Ep T (W, X) = infyex Eq T (W, X)| < SUP,y 50,0 | Ep T (W, X) = Eq F (W, %) .

Além disso, o conjunto solugdo S(Q) € ndo-vazio e esta contido no conjunto
solugdo S(P)+ B(0, p). Deste resultado segue que a diferenca dos valores 6timos ¢ finita, e
que, se S(Q) ndo esta contido em S(P), pelo menos estd proximo deste conjunto.

O resultado observado vale quando P ; € um subconjunto de P(®) e d; (P,Q) ¢

limitada superiormente por outra distdncia d(P,Q) bem definida. A distancia d(P,Q) ¢

chamada distancia candnica ou métrica probabilistica ideal associada ao problema (3.18),
se ela tem a seguinte forma

d(P,Q)= supj f(w,x)dp—j f (w, x)dQ|.
f o

EF# )

Um resultado de estabilidade envolvendo uma métrica ideal ¢ apresentado na
proposicdo seguinte.

Proposicéo 3 Sejam P,Q e b, e considere que

a) O conjunto S(P) é ndo vazio e U oR" ¢é uma vizinhanca aberta e limitada de
S(P);

b) V, (Q):=inf{E, f(w,x):xe X NU}, S (Q):={xeX U : Eqo f(w,x) =V, (Q);

o) F,={f(.,x):xe X nU,|f(w,x)— f(W,xX) < u(w,W), paratodo w,W e O};

d) XeS(P), Xe$,(Q),ie, E,f(w,X)=V(P) e E,f(w,X)=V,(Q).
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Entdo, vale a seguinte desigualdade
V(P)-V, (Q)<d(P,Q).

Prova. Sendo o conjunto U uma vizinhanga do conjunto solugdo S(P)= @, e f

um elemento da classe de fungdes F,, considere as possibilidades I e I1.

0 < V(P - (©Q) 0 < WQ)-V(P)
= E f(W,X)—E,f(W,X) = Eof(W,%)—E,f(W,X)
L < EfwR)-E,f(w,X) e < By f(w,X)—Ep (W, X)
= j f(w,%)dp—j f (w, X)dQ. = j f(W,)‘()dQ—j f (w, X)dP.
Logo,
V(P)-V,(Q) < max{j f (w,X)dP — j f (w,%)dQ, j f (w,X)dQ — j f(w, Y)dP}
< sup j f(w,x)dQ—J' f (w, x)dP
fEF,Ll@ ©

= d(P.,Q),

COmo se queria mostrar. gy

Considere agora o programa estocastico (3.18); assumindo que a funcdo u satisfaca
as condigdes de funcdo distancia (I - 1V ), e que a distribuigdo de probabilidade P pertenca
a um espaco métrico separavel ® . Se o conjunto solucdo S(P) de (3.18) € ndo vazio e
limitado, pelo Teorema 2 e Proposi¢do 3 podem ser verificadas propriedades de
estabilidade nos valores V(P) e nas solugdes aproximadas S_(P) com respeito a

dFM (P7 Q)

Como o teorema de Kantorovich garante a igualdade entre os funcionais MK(P,Q)
e x(P,Q), segue que MK(P,Q)=d.,(P,Q). Assim sendo, no caso discreto - o campo de
interesse deste trabalho - o funcional de Kantorovich MK(P,Q) (nestas condigdes, a
métrica de Fortet-Mourier) sera a principal ferramenta no processo de reducao de cenarios.
Além disso, a métrica de Fortet-Mourier sera de grande importancia na redistribui¢do dos
cenarios preservados, pois através dela chega-se a uma formula de redistribuicdo que
garante aderéncias estatisticas entre os dados originais e reduzidos, e deste modo,
proporciona uma maior proximidade (medida pela métrica d., ) entre os conjuntos
solugdes S(P) e S(Q).

Com os resultados apresentados ¢ possivel medir a proximidade entre os valores
otimos obtidos a partir dos dados originais e reduzidos. No entanto, ainda nao foi
mencionado nada a respeito de como se proceder para reduzir os cendrios. Este assunto sera
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tratado no proximo capitulo, onde serdo propostos e desenvolvidos métodos recursivos para
a obtencdo dos cendrios a serem descartados, assim como formulas praticas para a
redistribui¢do das probabilidades para os dados preservados.
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4 - O Problema de Reducao de Cenarios

Este capitulo descreve os algoritmos necessarios para realizar a redugdo otima de
cenarios. Tais procedimentos sdo fundamentados nos resultados de estabilidade para
métricas probabilisticas apresentadas no Capitulo 3, mais especificamente para a métrica de
Fortet-Mourier, dFM (Teorema 2 e relagdes (3.13) e (3.14)).

Como foi mencionado no Capitulo 2, muitos problemas de otimizagdo podem ser
modelados como programa estocastico em multi-estagios, no qual os eventos aleatorios sao
representados por uma arvore de cenarios. A dimensionalidade destes cenarios pode tornar
o problema computacionalmente inviavel, seja pela necessidade de um longo tempo de
calculo, ou até pela impossibilidade de processamento dos dados necessarios para
representar a arvore. Assim sendo, verifica-se a necessidade de reduzir o numero de
eventos para que seja possivel resolver o programa estocastico.

4.1 — O Problema

Dado um conjunto de cenarios organizados em formato arvore, seja P a
distribuicao de probabilidades discreta associada a este conjunto. Considere o problema de
otimizagao

mi)P E; f(w,X)
onde f:@xX >R, X cR" o conjunto das variaveis de decisio, ® cR" o espaco

amostral com N cenarios W, i€l ={1,2,...,N}; cada cendrios W, com uma probabilidade
p, = P(w,) conhecida e E, f(w,X)= Z.N: (Wi, x)p; o valor esperado dos custos. Quando o

numero de cenarios N é muito grande, por exemplo maior que 10000, a resolugdo direta
de (4.1) ¢ computacionalmente inviavel. Para tanto, procura-se reduzir o nimero de

cenarios N para N,,, com N,, muito menor que N, de modo que a resolugcdo do

problema de otimizagao a seguir seja de resolugcdo mais simples.

min E

. F(w,x),
XeX I"Q ( )

para EJ*’Q« f(w,x)= Ziem*f(wi,x)qi, onde J" ={],, J,»--» jN*Nred} ¢ o conjunto 6timo de
indices de cenarios a serem descartados e Q" = {q,,0,...,0y d} a redistribuicao otima dos
re

cenarios preservados. A escolha 6tima do par (J°,Q") sera feita de modo a garantir a
proximidade entre os problemas (4.1) e (4.2) (definida em (3.19), (3.20) e pelo Teorema 2).
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4.1.1 — Reducdo Otima

De modo geral, se procura obter um conjunto de indices J" ={]j,,..., Jy_n d} e
rei

distribuigio de probabilidades Q" tais que a distancia entre os valores 6timos seja minima

V(P)-V(Q) <& ¢ S,(Q) =S, (P)+B(0,p),

para algum £ >0 e p >0 tdo pequenos quanto possiveis.
Assim sendo, devem-se considerar os assuntos fundamentais a seguir:

- Como selecionar os indices de cenarios a constituir o conjunto 6timo J* que sera
descartado?

- Como obter a nova, e 6tima, distribui¢do Q" para os cenarios preservados?

Intuitivamente, a resposta destas questdes se baseia na minimizagdo da distancia
entre os valores funcionais dos problemas (4.1) e (4.2):

rgliqn‘Ep f(w,x)—E, o f(w, X)‘.

Por meio desta representacao € possivel fazer uma analogia entre o problema (4.3) e
a métrica de Fortet-Mourier definida em (4.4).

dey (P,Q) = IfIlE;X‘Zi’il f (W, X)p; _ZL f(x, Wj)qj
"

O uso da métrica de Fortet-Mourier ¢ crucial para a ROC, pois a partir desta métrica
pode-se obter, por dualidade em PL, uma representacdo explicita e compacta para

determinar o par (J*,Q"). Se a fungdo u satisfaz as condi¢des de fungio distancia (I - IV)
do Capitulo 3, a métrica (4.4) coincide com o problema de transporte de Monge-
Kantorovich'', e a classe de fungdes Fﬂ ¢ dada por

F, = {f W)~ F(W,,%) < (W, @), € X,i=1...N, j=1..M |

Assim sendo, o par 6timo (J*,Q") pode ser obtido por

"' Note que esta métrica ¢ a versio discreta do funcional definido no Teorema de Kantorovich 1.

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 35

(4.3)

(4.4)



cePer Cy

Grupo Eletrobras
min, o {dey (P.Q): Y, 6 =10, 20,#I =N-N,, | (4.5)

A minimizagdo de dFM, garante os resultados de estabilidade apresentados no
Teorema 2.
A tarefa de selecionar os N — N _, indices 6timos (que definem o conjunto J*)

pode ser formulada como um problema de programacao inteira 0-1. A seguir, uma
representagdo alternativa do problema de redugdo 6tima de cenarios (4.5).

4.1.2 — Formulacdo Matemaética

Uma maneira alternativa de escrever o problema de ROC, consiste em separd-lo em
dois niveis diferentes de otimizagao:

me{c(J):#J =N - N,y
¢(J)=min {d v (P,Q): Z| LA =L 2 0}, (problema de segundo nivel).
Q €

}, onde (problema de primeiro nivel)

O problema de segundo nivel, ¢(J) , minimiza a métrica de Fortet-Mourier na
variavel Q, para um conjunto J fixo. A formula¢do da ROC em dois niveis tem o intuito

de separar as varidveis e obter, para o problema de segundo nivel (que define a fung¢ao
objetivo para o primeiro nivel) uma formulacdo explicita, descrita a seguir. Tal formulacao
dispensa os algoritmos de programacao inteira que, na maioria das aplicagdes exigem um
esforgo computacional muito elevado.

Representacdo Explicita do Problema de Segundo Nivel.

O objetivo desta subsecao ¢ descrever uma representacdo compacta do problema
~ , « . . .~ R * r r
c(J), que nao s6 servira para encontrar a distribuicdo o6tima Q°, como também sera
utilizada para selecionar os indices de cenarios {j,,..., Jy_n ) } a serem descartados.
rei

Teorema 3 (Redistribuicdo Otima). Considere o problema ¢(J ) ; dado um
conjunto J < | ={1,2,...,N}, o valor minimo do problema de segundo nivel é dado por

¢(3) = X, min u(W;, W). (4.6)
jeld
Além disso, 0 minimo é atingido em:
q|=p,+2pj paracadal e 1\ J, 4.7)

jeJl

com J,:={jeJ:I=I(j)} e I(j)eargmin)_ u(W;,w) paracada jeJ.
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Prova. Por conveniéncia notacional, seja g := x(W,,W,;) para cada I, j€l. Dado

J c I, das representagdes primal (3.2) e dual (3.9) do problema MK (P,Q) segue que
. N .
MK(P,Q) = mnln{zi’l,ui,n“ my ZO’Zi:ﬂil =qlel \‘]’Z|e|\377il =p,le I}
= max iN:lui p; +Zleluv,qI U+ S yLiellel\d
Lembrando que, pelo Teorema 1, MK(P,Q)=d.,(P,Q), ou equivalentemente,
mino MK(P,Q) = ¢(J) para um conjunto J dado, faz-se a prova em duas partes.

-Parte 1: Serd mostrado que ZJ,EJ P; Imll\l} 4 € um limite inferior de MK(P,Q) para

U e V viaveis para a representacao dual.

-Parte 2 : Sera mostrado que MK(P,Q) < Z p; min z;, sendo
jed T g )

Q" =1{q,,--,0y_ } 0spesos otimos de probabilidades.

Parte 1: Sejam os vetores duais U e V com componentes U, := 131|1\rjl M, para cada

iel ,eV,=0 paracada | € \J. Pela definigdo, U, =0 para cada i ¢ J e, portanto,
para l € I \'J tem-se que

U+v, = U<y paratodo iel

U +v, = 0<g paratodo iel\J.
Em conseqiiéncia, U e V sdo vidveis para a formulacao dual, e assim

. N

ZeJ P I,?,l\?'uil - Zizlui P +Z|e|\JV'q'

max iluipi +Z|e|\.]vlq| U +V S gLiellel \J}
MK(P,Q).

IA

Logo, Zjeapi,m,i\r}/“il <MK(P,Q) para qualquer U e V viaveis, como se queria
provar.
Parte 2: Seja o vetor primal 7_7 com componentes
p,, ied,lel\d
ny:=4p;, i=lel\]

0 caso contrario.

Paracada | € | \' J definindo Q; = ZIN:l 17, tem se que:
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q =P +Z;7il =h +Zpi'

il ieJI
Verifica-se também que

> =h

lel\J

tanto para 1 =1 e | € I \'J, como para i #] e i €J,. Como as componentes de

7} sdo todas ndo negativas, segue que 7} ¢ viavel para a representagdo primal de MK(P,Q)
quando Q = Q" e, portanto,
MK(P,Q) < Z“/uil 7_7il :
Mas, para cada i€ J, pela definigio de J,, existe um lel\J tal que

_=min 4, .
Hi lel\J Hi

Assim sendo,

Zuluil M= Zid Pithy = Zid Pi Irgi\rjl,u“,

COmo se queria provar. g

Com este resultado crucial, a ROC passa a ter a seguinte estrutura:
rnJin{Zieri l;gl\rjlﬂ(wj’wl) #J=N- Nred;

A correspondente redistribuicdo de probabilidades ¢ dada por (4.7). Com esta
formulagdo, a ROC consiste em conferir todos subconjuntos J de | com cardinalidade

N - Nred;

cenarios, pode ser invidvel computacionalmente. Mais precisamente, o numero de

um problema de natureza combinatéria que, dependendo do numero de

candidatos J entre os quais se deseja escolher o conjunto J*, é dado por:

N N
Nred (N_Nred)!Nred!‘

Se, por exemplo, a cardinalidade dos dados iniciais ¢ N =100, e deseja-se reduzir o

nimero de cenarios para N, =40, tém-se 1374.6-10” candidatos a J". Desta forma,
calcular C(J) para todo candidato J ndo é razoavel. No proximo capitulo serdo
apresentados algoritmos, baseados nos valores de C(J), que selecionam os melhores

cenarios a serem descartados. Estes algoritmos operam de forma '"inteligente" |,
proporcionando um esfor¢o computacional bastante reduzido. O funcionamento de tais
algoritmos sera explicado através de exemplos.

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 38

(4.8)



cePer Cy

Grupo Eletrobras

Uma vez selecionados os indices do conjunto J°, o Teorema 3 também apresenta
uma férmula explicita para se obter Q°, a redistribuigdo 6tima de probabilidades dos

cenarios preservados. Sua interpretacao se resume ao fato de que a nova probabilidade para
o cenario mantido deve ser igual a probabilidade que possuia, mais a soma de todas
probabilidades dos cenarios proximos que foram descartados.

A fim de esclarecer o procedimento da regra 6tima de redistribuicdo, o simples
exemplo numérico a seguir explica a definicdo do conjunto J,={jeJ: I=I1(])}. Ao

mesmo tempo, o exemplo permite a visualizagdo da ultima passagem do Teorema 3, isto &,

a igualdade i Ci = ZisJ p; min ;.

led

Exemplo 1 Considere os cenarios representados na Figura 4.1a.

w1

w2

w3

w4

w5

Figuras: a) Dados originais b) Dados reduzidos.

Suponha que se escolha J ={2,4}, ou seja, que os cenarios 2 e 4 sejam descartados,
conforme mostra a Figura 4.1b. Suponha ainda que para uma fun¢ido 4 dada, verifica-se
que dentre os cenarios preservados, o cendrio 3 estd mais proximo do cenario descartado 2:
LW, W,) < 1(W,,W,) paratodo | € I \' J . Do mesmo modo, suponha que o cenério 3
estd mais proximo do cenario descartado 4: £(W,,W,) < z(W,,W, ) paratodo | € [\ J.

Assim sendo,

3= 1(2) cargmin sy, (0bs: pt; = (Wi, W)

3 = 1@e arglrgi\rjl,uM.

Segundo a defini¢do de J,, J; =1{2,4} e J, =J; =, pois os cendrios 1 € 5 ndo
s30 0s mais proximos dos cenarios descartados.
Seja P, a probabilidade de ocorréncia do cenario W,, para i =1,2,3,4,5. Pela

defini¢do de 77, segue o seguinte resultado para | € 1 \ J :
7}11 =P i=j=1,

77723:p2 i=2e,,
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ny=p  i=]=3,

N = Pa i=4el,,

Ns=ps i=j=5:e

7_7“ =0, para todos outros casos.

Logo,

Zuﬂil ;7il = U Pyt Moy Pyt Ay Py + fhys Py + s Ps

= 0P+ Py +OPs + 1230y +0Ps = 2030, + fys Py
= pyming, +p,min g,
- ZjeJ P; }El\r}ﬂjl-
As novas probabilidades dos cenarios preservados sdo dadas por g, = p, + Zj P
<

Assim, a redistribuicdo ¢ dada da seguinte forma:
Q" =1{0, = P30, =0;05 = P + P, + P43, = 005 = P}

Podem-se obter outras formas de redistribuir probabilisticamente os cendrios
preservados. Uma alternativa ¢ somar a [J, com | €1\ J apenas uma parcela da soma

total das probabilidades p; com j € J, por exemplo, paracada | € 1 \ J

q = pl+ﬂ'lpJ, (4.9)
com p, ZZjerj, 420,lel\J, e Zlema =1.

Quando se usa esta redistribui¢do, o teorema a seguir fornece um limite superior

para MK(P,Q).

Teorema 4 Quando o conjunto J < {1,2,...,N} € dado, e a probabilidade
Q= {ql,...,qued } é obtida pela regra de redistribuicao (4.9), tem-se a seguinte
desigualdade:

MK(P,Q)SijZﬂ“u(Wj,WJ. (4.10)

jed  lgd
Além disso, vale a igualdade se #J =1 e se u satisfaz a desigualdade triangular.

Prova. Usando a representagio primal (3.2) de MK (P,Q) e definindo a variavel
717 como:
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P4 Jed,lel\d
i =1 P; j=lel\J
0 caso contrario,
vale para qualquer jel\J que Z|e|\37711 =177; = P;- Quando jeJ, novamente pela

definicdo de 77,

N=Nreq

27711 = pjﬂ’kl + pj/lkz Tt pjlk'\“'\'red = P; IZ::, /11<i =P;

lel\J
e, portanto, Zlemn“ = p; para j=1,.,N.
Assim sendo, 77, satisfaz uma das restri¢des do problema (3.2). Quanto a restrigéo

ZiN:ﬂil =(, para | € I \J, tem-se que:

Do =040+ 0 + P+ P AP AP A

para i ¢ J =1 el
=P +ﬂ12kejpk =p+A4p; =0q.

Deste modo, todas as restricdes estdo satisfeitas ja que, por definicao, 77, € ndo
negativo. Logo, 77, ¢ vidvel para a representacdo primal de MK(P,Q).

Pela defini¢do de 77, tem-se que

E p(W;, W), = E JW, W), + E (W, W77+
il i |
+Zﬂ(WN>V\4)77NI’
[

sendo
0, sel,jel\J
Z./“(Wj’wl = pj]ﬁﬂ(WpWH)"' pjj'l2/u(wjawlz)+"'
+ pj/11Nred IU(Wj’WlNred ),
- ij|e|\J/1|ﬂ(Wj’Wl)'
Logo, iju(wj’vvl)njl = Zjejpjzlem/ﬂy(wj,wl) e (4.10) vale, pela defini¢ao de
MK(P,Q).
Finalmente, sejam J ={k} e u,:=—xu(W,w,)=:-v, para i=1,2,...,N. Assumindo
que u satisfaz a desigualdade triangular, prova-se agora a igualdade em (4.10):

selel\Jejeld
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N

MK(P.Q)= Py X, (W, w).

i=1,1%k

Pela desigualdade triangular, u; +Vv; = —u(W,, W, )+ 2(W;,W, ) < z(W;,w;) vale para
todo i, je€{1,2,...,N}.
Deste modo, pela representagdo dual (3.9), chega-se ao seguinte resultado:

ZiNaui P + Zlel\Jvlql

N
= ZH — L(W, W) p; + Z,ikﬂ(\M > W4,

N
= ZiZI,iﬂ(’LJ(V\Ii ’ Wk )(ql - pl)
= (W, W), — P+ a(Wy, W )T, — P,) + -+ s(W 1, W )( G — Pyy)

+ /u(WkJrl’Wk)(qurl - pk+1) +eeet /u(WN ) Wk )(qN - pN )
= (W, WP, + 4P — Py) +- -+ u(Wyy , W (P + Ay P — Py)
N

= pk zizuik}l’lﬂ(wi)wk)'

MK(P.Q)

\%

Logo,
MK(P,Q)= X" PAs(W,w,). (4.11)

Portanto, por (4.10), o limite superior para MK (P,Q) esta provado. A igualdade
no caso #J =1 e  satisfazendo a desigualdade triangular provada por (4.10) e (4.11).

A desigualdade (4.10) é em geral estrita se J contém mais de um elemento ou se a
fung¢do 4 ndo satisfaz a desigualdade triangular. E importante observar que esta Ultima

condigdo para £ ndo € necessaria para a validez do Teorema 3 (redistribui¢do 6tima).
Agora que ja se sabe como redistribuir os cendrios preservados, falta discutir como
proceder para escolher os indices do conjunto J (com cardinalidade fixada N — N ) de

maneira 6tima. Este sera o préximo assunto a ser tratado.

4.2 — Escolha Otima de Cenarios

Esta se¢cdo apresenta técnicas heuristicas para resolver o problema combinatorio de
ROC. Os algoritmos correspondentes sdo descritos em detalhes no Capitulo 5.

Conhecida a cardinalidade N —N

cenarios j, J,,..., Jy_, de forma que a distancia entre os valores V(P) e V(Q), definidos

¢ do conjunto J*, quer-se escolher indices de

em (3.19), seja minima. Para isso, aplica-se a redistribuicdo otima do Teorema 3, e
selecionam-se os indices que apresentam o menor valor de ¢(J) segundo dado em (4.6).
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Considere agora dois exemplos extremos do problema de avaliar c(J). Isto €, o
caso #J =1 eocaso #J =N —1.

Exemplo 2 Descarte de um Unico cenario.
Se #J =1, o problema de redugio 6tima (4.6) tem a forma

min p; rrllijn LW, W,).

je{l2,...N}

Se o minimo ¢ obtido em j; € {1,2,...,N}, o cenario W, ¢é descartado e, pela regra
I

de distribui¢do otima, Q, = P, paracada | ¢ {j/,I"}, para I" o indice do cenario mais
proximo de W , segundo alguma fungdo 1, isto é, I" = j( ) = argmin (W ,,w,). Neste
h N J

caso, ql* = pl* +Pp.,.
I

Para um exemplo numérico, considere os cenarios da Figura 4.2.

w1={0, 5}

w2={0, 2}
w3={0, 1}

wa=(0, -0.5}

wh={0, -3}

Figura 4.2: Cenarios.

Considere também, a matriz y e o vetor de probabilidades P seguintes:

7

Pw)=p, =—

) . (1) pl 30
0 3 4 55 1
P(w,)=p,=—

3 0 1 25 5 (W)= P, 6

=4 1 0 15 4| P= P(W3)=p3=%.
55 25 15 0 25
8 5 4 25 0

1
P(w,)=p, = g

1
P(W;) = ps = g

Cada elemento g4 da matriz /4 representa a distdncia do cendrio W, ao cendrio
W;, ou seja, (W, W;). A fung¢do £ escolhida € o valor absoluto (W, W;) =| W, —w; |.

Para determinar o cenério a ser descartado, analisa-se a degradagao da arvore

(4.12)
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. - O cenario que oferecer
1

menor degradagdo, segundo calculada por (4.6), sera eliminado. Tenta-se agora detalhar

melhor tal procedimento.

Faz-se J = {1}, e por (4.6) tem-se:

. 7
C(J)= Py min (W, W) = pia, =3

30

Agora, para J ={2},

. 1
c(J)=p, Iﬂlznlu(wzawl) = Potlys :g
Para J = {3},

. 1
c(J)=p; rggnﬂ(wywﬂ = Pstty, :g
Para J = {4},

. 1
C(J) = Py min (W, W) = Pyttys =
E, por ultimo, J ={5}

. 15
D{s} =Ps rglsnﬂ(WSan) = Pstisy :gE

1:

1=

N | W

SN R S

10

1
6

1
2

=J,=1(2)={3}.

=J;=1(3)={2}.

= J, =14 ={3}.

=>=J;=j(5)={4}.

Logo, o cenario W, ¢ descartado, pois o conjunto J ={2} oferece menor valor para

c(J). As novas probabilidades sao dadas por:

_ 7 _
g = % N
Q9 = 0
11
09, = 5 = ps+p;
1
9, = g = Py
1
_qs = g = Ps |
. 7 11 11 L. N .
Logo Q" =<{—,—,—,—, € 0s cendrios preservados sao mostrados na Figura 4.3 .
30030 55
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w1'={0, 5}

w2'={0, 1}

w3'={0, 0.5}

w4'={0, -3}

Figura 4.3: Descarte de um cenario.

Exemplo 3 Preservando um unico cenario.
Se #J = N —1, a expressdo (4.6) tem a seguinte forma:

N
{rlnzinN} > p (W, w,). (4.13)
Ut i=Lizu

Suponha que o minimo ¢ obtido em u* € {1,2,...,N}, entdo o cenario W , é mantido

u

P =1
Considerando novamente a situagdo numérica do Exemplo 2, tem-se a seguinte
situacao:
Colocando J ={2,3.4,5},

C(J) = Pyl + Paflyy + Pyfdy + Pstls

=l3+l4+lﬂ+l8=4.
6 5 52 5

i#uU

e, pela regra de redistribuigdo de probabilidades (4.7), Q=P+ Z

Agora, sendo J ={1,3,4,5},

C(J) = Pty + Paplyy + Pably + Pspis,
=l3+ll+l§+15=2.4.
30 5 52 5

Se J ={1,2,4,5},

C(J)= Piths + Potlyy + Patlys + Pshlss
=l4+ll+li+l4=2.z.
30 6 52 5

Se J ={1,2,3,5},

C(I)= Pty + Potyy + Paflyy + Psils,
711 15 15

13
302 62 52 52
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Finalmente, se J ={1,2,3,4},

C(I)= Pty + Potlyy+ Patlss+ Puklys
2184_154_14_{_15:
30 6 5 52

Logo, o cenario W, ¢é preservado, pois o conjunto J ={1,2,4,5} oferece menor valor

para c(J). O cenario preservado, que neste caso possui probabilidade igual a 1, é mostrado

na Figura 4.4.
[
D
& —O@ w01
NS

Figura 4.4: Descarte de N-1 cenérios.

Pode-se, ao invés de determinar antecipadamente a cardinalidade de J*, usar uma
tolerancia de dispersdo para a ROC. Assim, com o uso de (4.6) e (4.7), ¢ deduzida a

chamada estratégia de reducdo maxima (erm) para determinar o conjunto J* e a
distribuicdo de probabilidades Q°, de todos cenarios preservados (w, €1\J"). Esta
estratégia calcula o conjunto de indices de cendrios descartados com cardinalidade méaxima
tal que ¢(J*) fique menor ou igual a uma tolerdncia. Em outras palavras, é exigido que
V(Q") permanega préximo a V (P) com uma certa exatiddo.

A estratégia de reducdo maxima se resume em dois importantes passos:

1) Determinar o conjunto J* de indices de cendrios, com cardinalidade
maxima, tal que

Z p; min z(W;,W,) < &, para ¢ > 0 dado. (4.14)

o3 lel\J
2) Aplicar a regra de redistribui¢do (4.7) para cada cenario w,l e 1\ J".

O préximo resultado estabelece limites inferior e superior para o valor 6timo de
(4.6), que correspondem as extensdes recursivas das estratégias (4.12) e (4.13).

Além disso, como mostra [6], o limite inferior ¢ obtido sob hipoteses adicionais.

Teorema 5 Limites. Para o problema de ROC (4.5) e para
i=1,.,N=N_,J=1,.,N_, sejam os cenarios |, e s, escolhidos recursivamente

" Vred !
como as respectivas solucfes dos seguintes problemas de minimizagéo:

red 2

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 46



cePer Cy

Grupo Eletrobras

min P, min &(W,,W,) (4.15)
lelN{ldiy} ]
e
. N .
min ZH P, min  u(W,W). (4.16)
Sg{sl"“’sj’]}iz{sl,...,sj,l,s} Ie{sl,.“,sj,,,s}

Para o conjunto J, := | \{Sl""’SNred }, as seguintes desigualdades séo satisfeitas:

S e, min (W W) < min{e(3):d < L #I =N =N}
= =l i

ZiEJS P min (W, W)).

JE{S] s SNpeq |

Além disso, o conjunto de indices {Il""’IN*Nred} é uma solucéo de (4.18) se para

cada i=1,..,N —N,, 0 conjunto argmilny(w,, W) M b0y} € ndo vazio,
17l !

Prova. Para qualquer indice do conjunto J z{jl"“’jN*Nred}Cl com

#J =N —-N,_,, pelo Teorema 3, vale que

c@) = ¥,_,p;minu(w;,w)

lel\J

- ZN’Nred P min, (W W)

i=l b 1€\ seees Sy}
N-N d .
> > min (W, W)
N-N d .
> > min (W, W),
a primeira desigualdade acima provém do fato de que o conjunto viavel do problema (4.8)
passa a ser menos restrito; a segunda desigualdade segue da definigdo (4.15) dos indices |,

para i=1,.,N—N_.

Se o conjunto argmi\rll Wy, W) Iy d} ¢ ndo vazio para cada
jell; i re

o licro ligpoees

i=1,.,N—-N,,, entdo

min ,u(W,i W)= min y(W,i W)

jelV; JEN ol npeg

Portanto, a estimativa acima pode ser estendida como:
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N-N
cJ) > o red min W, , W,
J) ZFI p|i jEI\{Ilv“"IN—Nred}ﬂ( I J)
- Zle{ll ,,,,, IN_Nm,}p' je|\{|?}{|er_Nred}ﬂ(W'i’Wj)
= C({Ila-"7|N—Nred 1)
Assim, o conjunto de indices {l,,...,l,,_,} ¢ solucdo de (4.8).

Por ultimo, tem-se a estimativa:

min{c(J):J c I,#J =N —Nred}SC(Js)=ZjEJ p; min p(W;, W), e assim o

el\

teorema esta provado. u

O Teorema 5 sugere dois diferentes algoritmos heuristicos para a reducdo 6tima de
N cenarios originais a N, cendrios preservados; um algoritmo baseado no limite inferior

de c(J), do tipo regressivo, e outro algoritmo que usa o limite superior, do tipo
progressivo.

Em resumo, foram apresentadas neste capitulo formulas explicitas para a
representacdo da métrica d, (P,Q) e para a redistribui¢do 6tima de probabilidades. Foi
mostrada também a estratégia de redugdo méaxima, que ¢ a principal técnica de ROC. A
idéia basica do procedimento dos algoritmos progressivo e regressivo de reducdo foi
apresentada, superficialmente, pelos Exemplos 2 e 3. No proximo capitulo serdo propostas
e desenvolvidas diferentes variantes destes algoritmos. Estes algoritmos, quando associados
com a estratégia de redu¢do maxima, proporcionam o conjunto 6timo de indices de cenarios
J*. Serdo apresentados também exemplos praticos e figuras ilustrativas para uma melhor
compreensao dos procedimentos utilizados.
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5 - Algoritmos de Selecao e Algoritmos de
Reducéo de Arvores de Cenéarios

Este capitulo trata a questdo de encontrar o conjunto 6timo de indices de cenarios a
serem descartados. Segundo mencionado no Capitulo 4, ndo ¢ possivel analisar cada um
dos candidatos ao conjunto J*. Neste sentido, 6 apresenta algoritmos capazes de selecionar
indices 6timos que dispensam a analise exaustiva de todas as combinagdes de cenarios.

A partir dos limites para c(J), enunciados e provados pelo Teorema 5, serdo

formuladas duas técnicas diferentes para a ROC. A primeira técnica determina os N — N,

cenarios que serdo descartados por meio da expressao (4.15), explorando o limite inferior
do Teorema 5. A segunda técnica realiza a selegdo dos indices a serem preservados por
meio da expressdao (4.16), a partir do limite superior do Teorema. Para uma melhor
compreensdo dos procedimentos efetuados pelos algoritmos, serdo também apresentados
neste capitulo exemplos numéricos e figuras ilustrativas.

Os algoritmos desenvolvidos através dos limites inferior e superior sdo chamados de
redugdo regressiva e selecdo progressiva, respectivamente.

5.1 — Algoritmos para Selecdo de Cenérios

Pardmetro: N, o numero de cenarios a serem preservados, satisfazendo
N <N.

Algoritmo 1 Reducdo Regressiva.

Passo 0: Calcular as distancias entre pares de cenarios:
g = 1(W,,w;), para Kk, j =1,....,N
Passo 1: Para i =1, faz-se J' =& e seleciona-se, resolvendo iterativamente o

problema
j earg min Z P min s,

tenali=t T jeng ™
K, cenarios com 1<k <N —N,,, deformaque J" ={j", ji"...., j"} seja uma solucéo
de (4.8). Deste modo, J" € escolhido usando (4.6), e obtém-se a redistribuicéo de
probabilidades Q, dada por (4.7). Faz-se i =i+1, e vai até o Passo i.
Passo i : Se ki, <N —N,,, adistribuicdo Q,_, € reduzidaa Q,, e pelo
problema (5.1) seleciona-se J™ = {j, ji",..., ji"}, onde 1 <k, =#J" <N N, —k_,,

com K. obtido analogamente a K, .
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e Zi,-zlkj =N -N,,, para-se o algoritmo fazendo J* =U'"_, J' e aplicando

novamente a regra de redistribuicéo (4.7) para os cenarios W,, com le\J".
Se ndo, faz-se i =i+1, e vai até o Passo I.

Como se pode notar, em cada iteragdo | acrescentam-se indices no conjunto de

trabalho J""'. O indice j, a introduzir é determinado pela solugdo do problema (5.1). O
algoritmo para quando #J = N - N,,, paraum N, dado.
No caso em que k; =1 para j=1,...,i € obtida a chamada Redugdo Regressiva de

cenarios Passo a Passo. Se for efetuada a regra de redistribuicdo na ultima etapa do
algoritmo (ao invés de realizar o processo a cada iteracdo) tem-se a estratégia de reducao
chamada Reduc¢do Regressiva Simultanea, detalhada a seguir.

Assim como na reducio regressiva, J'”! =& e a cada | -ésima iteragdo, acrescenta-
se um Unico indice ao conjunto de trabalho J. A seguir os procedimentos realizados por
este algoritmo.

Parametro(s): N,,, o numero de cendrios a serem preservados satisfazendo

N.s <N e/ou &> 0, uma tolerdncia de dispersdo maxima utilizada na erm.

Algoritmo 2 Reducdo Regressiva Simultanea.

Passo 0 : Calcular as distancias entre pares de cenarios:
g = (W, W;), para k, j=1,...,N

Passo 1: Calcular, para | =1,...,N,
0 — n — (1]
My = mlﬂﬂ.j € Z = Py -

Escolher |, e arg. mm 2" e definir 3" = {1} (indice a ser descartado).

,,,,,

Passo i : Calcular, para I el\J"e kel Ui,
il _ il (1] ] o 7001
Mg = min g ez = Zkea[ifllu{”pkﬂkl Je

jenali=lom

Escolher |, € arg m1[n1] 2" e definir 31 =30 U1 (indice a ser
lengt!

descartado).
Se ZJEJ 1p; min i > e, elou, se#IM=N-N_,, iratéopasso N-N,. Se

lengli-1l
ndo, fazer i =1+ 1 e voltar ao Passo i .

Passo N —N_,: J"=J", é o conjunto de indices que sera descartado.

Finalmente, faz-se o célculo das probabilidades 6timas para os cenarios
preservados pela regra (4.7).
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O Algoritmo 2 tem a seguinte interpretagdo: O Passo 1 corresponde ao descarte
6timo de um tnico cenario. Para i>1, ] ¢ escolhido de tal forma que

c@' MU j)= min cA"MUj).
jenali-1l

Assim, dado que na (i-1)-ésima iteragio o conjunto 6timo a ser descartado ¢é
I =(j j,n iy}, o indice seguinte J, ¢é escolhido de tal forma que os elementos
{jl, Jaeews Jits ji} formam o conjunto 6timo para a | -ésima iteragdo, ou seja, |, € obtido por

(5.1).

Exemplo 4 Para uma melhor compreensdo do procedimento do Algoritmo 2,
considere a situagdo do Exemplo 2, com uma tolerancia de dispersdo maxima & =0.5.
Seja p a matriz das distancias de todos pares de cenarios ( z; = u(W,,W;),

k,j=1,2,3,4,5),e P as probabilidades dadas, respectivamente por

7
PwW)=p ==

N . (W) =Py =35
5.5 1

P(w,))=p,=—

30 1 25 () =P, =5
u=4 1 0 15 4 P(w3)=p1=%.
55 25 15 0 25 1
'8 5 4 25 0| PW) =P, =3
1

P(Ws):pszg_

Foi verificado no Capitulo 4 (Exemplo 2)_que na primeira iteracdo o melhor
cenario a ser descartado ¢ W,, ou seja, J'"" = {2}. Mas como ¢(3™) = % <&, 0

algoritmo deve continuar selecionando indices para descartar. A escolha do préximo
indice é feita segundo explicado a seguir.

Faz-se J¥ ={2,1} e calcula-se c(J™).
i 7 1, 33
21y — B - B
c(J )_16{2,1} P; Iefll}g’ll}#(wj,wl) = P y; + Pyl _%4_,_61 _%‘
Para J® = {23}, tem-se:

. 15 13 43
21y — B B -
CI™) =i Py |€r|r\1{12r}3}ﬂ(wjﬂwl) = Potlyy + D3ty = 62 "‘55 “ 0
Para J® = {24},
1 13 14
21y — : _ _ _
C(I™) =jeaay Py, I, AW}, W) = Pyy) + Pabas _El+§§_3_'

Por ultimo, para J™ = {2,5},
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1
21y — : — _ _
() =icns P; |EIR{1£5}’U(WJ"W') = Pty + Psits, = gl + 57 3

Logo, os indices {2,4} proporcionaram o menor valor de c¢(J™). Portanto, na
segunda iteragdo o conjunto 6timo é J™® = {2.4}.

Como ¢(J™)=0.4667 < 0.5, o algoritmo continua a selecionar indices.

Faz-se J®'={2,4,1} e calcula-se

1
c(IPh = + + =—1+-=+ .
(37) = Pottys + Pytlys + P43 6 527302 60

Para JP' ={2,4,3}, tem-se

1 15 1 9
c(IPh = + + =—3+-=+=4=2,
(3%) = Doty + Patlys + Pstis 6 57 '3 5
Por ultimo, para JP' = {2,4,5},
1 11 1 16
c(JPh = + + =—l+——+-4=—.
(J7) = Doty + Pytlys + Pspis; 6 57 3 15
Portanto, na terceira iteragdo o conjunto 6timo é J*! = {2.4,1}, pois proporcionou

c(IPh = % =0.8167. Mas como se nota, a tolerancia & foi ultrapassada (c(J") > 0.5).
Nestas condigdes, este ultimo cenario ndo deve ser descartado. Entdo, o conjunto de
indices a ser descartado resulta J* = J™® = {2.4}.

A Figura 5.1 mostra a evolucéo do processo de selecio dos cenarios a serem
descartados segundo o Algoritmo 2.

Figura 5.1: Evolugdo do processo de selegdo de cenarios (regressiva).

Passa-se agora, utilizando a regra de distribuicdo (4.7), ao calculo das
probabilidades 6timas para os cendrios preservados. Verifica-se que dentre 0s cenarios
preservados, o cenario 3 estd mais préximo do cenario descartado 2, isto é,

Ly = (W, W,) < z(w,,w,) paratodo | 1 \J. Do mesmo modo, o cenario 3 estad mais
proximo do cenario descartado 4 ( z,, = p(w,,w;) < u(w,,w,) paratodo | € 1\J)). Assim,
3 = 1(2)cargmin u(w,,w)
3 = 14 eargmin (W, )
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Logo, J;={2,4} e J,=J, =, pois 0s cenarios 1 e 5 n&o s&o 0s mais proximos
dos cenérios descartados.
Fazendo g, = p, +Z,~ , p; paracada lel\J, tem-se:
<

7
9=p= %
q,=0
Q=P+ P+ P :l+l+l=1—7
3 3 2 4 5 6 5 3
q,=0
1
0; = Ps = g
T - . L 7 17 1
Logo, a distribuicéo de probabilidades Q" ={q,,q,.q,} € igual a {%,%,g}, e 0s
cendrios preservados sao mostrados na Figura 5.2.
w1 g1
w2' 92
0
w3 a3

Figura 5.2: Cenarios preservados.

Em relagdo ao Algoritmo 2, € importante notar que, a medida que a cardinalidade de
J aumenta, o esfor¢o computacional aumenta de forma combinatdria. Quando N ¢ grande
e desejam-se descartar muitos cendrios, o Algoritmo 2 pode envolver um trabalho
computacional extremamente elevado. Para contornar esta dificuldade, ¢ utilizada outra
estratégia, de redugdo progressiva, que serd apresenta a seguir.

Como nos algoritmos anteriores, o algoritmo de selecdo progressiva também se
baseia na estratégia de redu¢ao maxima (erm). No entanto, a sele¢do de indices ¢ realizada
de forma oposta: a principio todos cenarios sdo descartados (J” = 1).

A cada itera¢do I, para i=1,..,N, é¢ escolhido um indice U, de cenario a ser

preservado, ou seja, J™ =1\{u,..,u}. Os indices U, sdo determinados de forma

recursiva, com base no limite superior do Teorema 5, mais especificamente como em
(4.16).

Parametro(s): N o numero de cendrios a serem preservados satisfazendo

red >

N, <N e/ou &> 0, uma tolerdncia de dispersio méaxima utilizada na erm.
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Algoritmo 3 Selecdo Progressiva

Passo 0: Faz-se J” ={1,2,...,N} e obtém-se as distancias entre pares de

cenarios:
thy = (W, W;), para k e j=1,...,N.

Passo I : Calcular
U earg min <c(J" N\ U= > p; min u(w, W), (5.2)
ueali-1l i Ty tenali=yuy

e defenir: JM =30\ qu}.
Se ¢(J"") for menor ou igual a uma tolerancia de dispersdo prefixada
(c(3"<e), elou, se#I™=N-N,_,, iraté o Passo N —N,,. Sendo, fazer i=i+1 e

voltar ao Passo i .
Passo N — N, : O conjunto de indices a ser descartados é J* = J"". Fazer o

calculo das probabilidades 6timas, usando a regra (4.7) para 0s cenarios preservados.

Exemplo 5 Considerando a mesma situacdo do Exemplo 2, procura-se descartar o
maior ndmero possivel de cenarios dada uma tolerancia de dispersdo & = 0.5. Para esta
reducdo serd utilizado o Algoritmo 3.

Faz-se J™={1,2,3,4,5}, ou seja, a priori todos 0s cenarios serdo descartados. No
primeiro passo procura-se um indice U tal que W, seja preservado. Para selecionar U,
testam-se todos os cenarios fazendo J!" = {1,2,3,4,5}\{i} para i=1,2,3,4,5 e define-se

u:=i" eargminc(J™M).
Considerando o exemplo numérico tem-se:
Passo 1:
Para J''={2,3.4,5},
C({2,3,4.5)) = Pytty + Py + Pty + Pspisy

=l3+l4+15+18
6 5 5 5
= 3.09;

Para J'"' ={1,3.4,5},

C({1,3,4,5}) = Py + Paflyy + Paklyy + Pstis;

= l3+ll+l§+15
30 5 52 5
= 24,

Para J'"' ={1,2,4,5},
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C(11,2,4,5}) = Piihs + Potdys + Pyflys + Pstss

7 1, 13 1

= —4+—-1+-=+-4
5

30 6 52
= 2.2

Para J'"' =1{1,2,3,5},

C(11,2,3,5}) = Pithyy + Potlyy + Psplzy + Pspls,
711 15 13 15
O et
302 62 52 52

= 25
Para J' ={1,2,3,4},

c({1,2,3,4}) = pu(1,5)+ pu(2,5) + psu(3,5) + pyu(4,5)
7 1 1 15
= —8+-5+—-4+——
30 6 5 52

= 4

cePer Cy
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Logo, 3 e argminc(J™ \ {i}) para i=1,2,3,4,5. Portanto J"' ={1,2,4,5} e o

cenario W, sera preservado.

Como c¢(J")=2.2> ¢, o algoritmo continua com a selegdo de indices.

Passo 2:
Para J ={2,4,5},

C({2,4,5}) = Pyl + Pyflys + Psilss

Para J* ={1,4,5},
C({1,4,5}) = Pl + Pablys + Pshis;

= l3+l§+l4
30 52 5
= 1.8;

Para J* ={1,2,5},
C({1,2,5}) = Pty + Potlys + Pspis,

= l4+ll+l§
30 6 52
= 1.6;

Para J¥ ={1,2,4},
C(11,2,4}) = Pz + Potlys + Pukds

= l4+ll+l§
30 6 52
= 1.4,

Assim, 1eargminc(J'™\{i}) para i =1,2,4,5. Portanto J*' ={2,4,5} e o cenario
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W, tambem sera preservado.
c(J®)=1.2667 > &, o algoritmo continua com a selegdo de indices.
Passo 3:
Para J = {4,5},
C({4,5}) = Pty + Pskisy)
13 1

52 5
= 1.1;

Para J¥ = {24},
c({2,4}) Patly; + Patlys
= 14+
= 0.4667;
Para JP' = {2,5},
C({2,5}) = Pty + Psts,
T 552
= 0.6667
Assim, 5 eargminc(J™\{i}) para i =2,4,5. Portanto J"' = {2,4} e o cenario W,

também sera preservado.

Como ¢(J”)=0.4667 < £ =0.5, o algoritmo para e tem-se J* = JP = {24},
Realizando a redistribuicéo pela regra (4.7), passa-se a ter a seguinte distribuicéo de
probabilidades para os cenarios preservados como no exemplo 4:

q :l

' 30
17
Q 0, 20l
1

qa_g

A Figura 5.3 mostra a evolugdo dos indices a serem preservados.

Q wi
‘:--@ w3 2 S
A
D w © v O w

Figura 5.3: Evolucdo do processo de seleg¢@o de cenarios (progressivo).

Como se pode notar, os resultados obtidos pelos Algoritmos 3 e 2 sdo idénticos. A
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unica diferencga entre ambos procedimentos ¢ apenas o referéncial de escolha iterativa: um
seleciona indices a serem descartados (algoritmo regressivo) e o outro seleciona indices a
serem preservados (algoritmo progressivo). Dada uma tolerancia igual a 0.5, ambos
algoritmos descartaram os cenarios W, e W,. H4, no entanto, situagdes em que 0s
procedimentos ndo proporcionam exatamente o mesmo conjunto de indices J. Isto se deve
ao fato de que descartar o cendrio K seja equivalente, em termos da funcdo c(J), a
descartar o cenario |, para K # j. 2

Quando N,, <N-N

nimero de cenarios descartados, € conveniente usar a estratégia progressiva (ja que o

numero de escolhas a serem realizadas ¢ menor). Por outro lado, quando N,, >N —-N_,, a

red » OU S€J, 0 nimero de cendrios preservados ¢ menor que o

estratégia regressiva se torna computacionalmente mais atrativa. O artigo [10] apresenta
resultados mais exatos a respeito da complexidade computacional de cada estratégia.

Assim como o Algoritmo 2 ¢ uma variante da reducao regressiva, o Algoritmo 4 a
seguir, ¢ uma variante da selegdo progressiva, chamado de Sele¢do Progressiva Rapida. Sua
principal vantagem ¢ diminuir o esfor¢o computacional exigido pelo Algoritmo 3.

Parametro(s): N,,, o numero de cendrios a serem preservados satisfazendo

N.s <N e/ou &> 0, uma tolerdncia de dispersdo maxima utilizada na erm.

Algoritmo 4 Selecdo Progressiva Rapida

Passo 0: Faz-se J' ={1,2,.,N} e obtém-se as distancias entre pares de
cenarios:
i = p(w,,w,), para k e u=1,....,N.

u

Passo 1: Calcular
=N 0=
Zu B Z|<:1,k4+.ur‘.)kll'lku , U= 1,.._, N.
Escolher u, eargur{rllinN 20 e fazer 3™ = {1,..,N}\{u,}.

e{l,..., }
Passo 1: Calcular

01 — i (i-11 , li-1] [i-1]
M = mln{:uku 5:ukui,, }7 k,U el ' €

i1 — ) [i] [i-1]
Z, Zkeﬂ"”\{u}pkﬂkﬂ’ uel

Escolher u; € arg m[iinl]z{,” e fazer 3™ =J30""\y,
ueJt'

Se zE_'] <g,iratétopasso N—-N_,, caso contrario, fazer i =i+1 e voltar ao Passo
|

red »

'2 Na ocorréncia de tal situagdo, recomenda-se descartar dentre os dois cenarios, aquele que possui maior

norma (se HWJ H > "Wk

, descarta-se W, ). Com isto, tenta-se preservar o cenario que estd mais proximo a um

dos extremos da arvore.
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Passo N—-N,, : J*=J" é o conjunto de indices a ser descartados.

Finalmente, faz-se o calculo das probabilidades 6timas pela regra (4.7) para 0s cenarios
preservados.

Poderia se pensar que, pelas definicdes de u™ e z", os algoritmos 3 e 4 sdo

u
bastantes distintos; mas na verdade, a diferenga estd apenas na redugdo de operagdes
basicas requeridas pelo Algoritmo 4, quando comparado ao Algoritmo 3. De fato, as

expressdes z'' e ¢(J"") proporcionam o mesmo resultado segundo enunciado no proximo
I

teorema.

Teorema 6 O conjunto 1/J = {ul,...,uNred } determinado pelo Algoritmo 4 é uma

solucédo do algoritmo da selecé@o progressiva. Mais precisamente, para cada i =1,...,N
o indice u, satisfaz a condigo (5.2) e zﬁ‘i] =c¢(J™), com c(JI'") definido em (4.6).

red »

Prova. Para i =1, tem-se J' "=J"={12. N} e
= zkiu pk:uIEL] = Zkiu P, min (W, ,W,) = Zk#, Pk Iell\'?[%]r\l{u} AWy, W,).

Z[l]

Seja u, e arg ml[n] . O conjunto J!" ¢ dado por J™ =3\ {u}, logo

uel
Zﬂ:] :Zkiﬂl P, min ﬂ(Wk,W|)=Zk€J 1] mm HW, ,W,) = c(J )

tenalfyuy il
Considerando agora i=2,..,N,,, segue-se da aplicagdo recursiva da definicdo de

ul M, para j=0,...,1, que:

1 _ [i]
Z,U o ZJEJUI p-’uju
: [i-1] [i-1]

jedt-uy mm('ulu ”uJU. 1)

[i-2]

Zj J[' 1 min{mln(ﬂ] )/’lju 2) mln(ﬂ]u 4 9/’lju| 2)}
- ZJEJ[' huy mln{,u[' 2]””5:1.21]’/11:1 2]}
Z e mln{mln(,u] )/’lJul ;) mln(:u] ’/’ljul ;) mln(:u]u 2nujuI N )}

[i-3] [i-3] [i-3] =3]
jeati- ‘\{u mln{,u s Hiu o My, z’/uJu }

=

- ziej[ifl]\{u}pjmln{:uju’/uquI3/ujui723"'3ﬂju1}
. . min -
jeJ[' |]\{u}pj IEI\J[,_,]\{ui}IUJI

red °

Se 4, € argmin Zﬂ:]a tem-se que JM =J"\{u} e,parai=1,...N
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Ly = ZjeJ[H]\{U}pj |€|\rJr[1iLI]I\{U}#jI
= Py min g
Zlej’ Denatn ™!
_ 1
— C(J[ ]),

Como se queria provar. gg

Este teorema comprova a equivaléncia dos Algoritmos 3 e 4. A vantagem de se usar
o Algoritmo 4, ao invés do Algoritmo 3, ¢ a conseguinte redugdo do esfor¢o computacional,
pois a cada passo | do algoritmo de Selegdo Progressiva Rapida, ¢ calculado apenas o

minimo entre dois valores ( . = min{zl ", ,uﬂ:l]}) para cada k,u e J"". Ja no algoritmo

de Selegdo Progressiva, € calculada a minima distancia entre cada cenario J € J e todos os

cenarios e 1\J (1|n|1\151 45 )- A desvantagem de se utilizar o Algoritmo 4 ¢ a necessidade de

trabalhar com a matriz de distancias completa'. Para os demais algoritmos de selecdo de
cendrios, basta considerar "somente" a parte triangular superior, ou triangular inferior da
matriz de distancias, que ¢ simétrica.

Foram apresentadas nesta secdo as principais estratégias de selecdo dos indices para
a reducdo de cenarios. Suas variantes, Redug¢do Regressiva Simultanea e Selegado
Progressiva Rapida, fazem o uso da erm. Estes algoritmos sdo as principais ferramentas no
processo de redugdo de cenarios.

No proximo capitulo serdo apresentados resultados de reducgdo, utilizando os
Algoritmos 2, 3 e 4 para problemas de grande porte. Mas antes disso, serdo apresentados
algoritmos que trabalham mais especificamente com cenarios estruturados em formato
arvore.

5.2 — Algoritmos de Reducéo de Arvores de Cenarios

Uma arvore de cenarios ¢ uma forma abstrata de se representar € mostrar o
comportamento de incertezas ao longo do tempo. Um simples exemplo de cenarios no
formato arvore foi apresentado na Figura 2.1 do Capitulo 2.

Uma arvore de cendrios pode ser representada de forma matricial. Considere a
Figura 5.4.

Figura 5.4: Arvore de cenarios.

" Dependendo do niimero N de cenérios a matriz pode ser de dificil armazenamento computacional.
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Matricialmente, pode-se escrever esta arvore da seguinte forma:

a b d
. a b e | - . -
Arvore = ‘ (arvore de cenarios com 2 periodos ¢ 4 cenarios).
a C
a c g

Neste sentido, cada linha da matriz, w, =[a,b,d]; w, =[a,b,e]; w,=[a,c,f] e
w, =[a,c,g], corresponde a um cenario.
Serdo apresentados a seguir métodos para reducao de arvores de cenarios.

5.2.1 — Reducéo e Agregacao de Cenarios

A redugdo da arvore de cenarios € baseada em redugdes sucessivas ao longo dos
estagios de tempo t. Assumindo que cada cenario W, possui um numero finito de nos, e
considerando T o niimero de periodos do horizonte de planejamento, W, ¢ um vetor (pode
ser uma matriz, segundo seja o nimero de variaveis incertas que represente) pertencente a
RT

O cenario W, pode ser escrito na seguinte forma vetorial:

14 . . J
W= W = (W, we ., W) . Assim, considerando p; como a probabilidade de alcangar

o n6 (i,t) que compde o cendrio W, no instante de tempo {, a probabilidade associada a

T
ocorréncia do cenario W, ¢ dada pelo produto p, = tl_I:l p..

Além disso, ¢ assumido que todos cenarios coincidem no instante de tempo t=0,
isto &, W) =w) =w; =...=wj. Com isto, t =0 pode ser considerado como a raiz da arvore
que possui N cenarios.

O método de reducdo da arvore utilizado neste trabalho implementa um algoritmo

fundamentado em uma das estratégias regressiva ou progressiva apresentadas no Capitulo 4
e no uso do principio de reducdo, erm nos horizontes de tempo t, para cada tempo t

pertencente a {1,2,...,T}. Assim sendo, o algoritmo reduz sucessivamente o numero de nds

dos cenarios W, = {w'}{_, (ver [8]).

. ol el @)
' Se W, é uma matriz, entdo WiJ ¢ um vetor da seguinte forma: WiJ ={Wi,Wi,.., Wi } . E matricialmente

pode-se representar a drvore de cenarios por uma hipermatriz A(N,T,Z),onde N e T sdo
respectivamente o niimero de cenarios e periodos de cada elemento Z =1,...,Z. No caso de cenarios que

representam as afluéncias aos reservatorios de usinas hidrelétricas, Z representa as diferentes usinas para as
quais se deseja planejar a operagdo conjunta. Para o SIN, valores tipicos sdo: 1 < N <300;1<T <12 e

1<Z <320.
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Especificamente um dos algoritmos anteriormente citados ¢ aplicado para cada
instante de tempo t =T,T —1,...,2,1 afim de descartar cenarios cujos valores V (P) ¢ V(Q")
fiquem proximos segundo uma tolerancia dada, &,. Como neste procedimento tem-se um

conjunto de indices (cenarios) a serem descartados a cada instante de tempo, chama-se este
conjunto de J,.

Antes da apresentacdo formal do algoritmo, o processo de redugdo de cenarios ¢é
ilustrado pela Figura 5.5.

./' I/. I’/.
. ,/ o
e e o
.<"" — e o e e ..
i e i
- ~. .
Cendrios originais Reducio em t=4 Reducio em =3
./. ‘/l /.
" - /
-
ST =<
L] \. \\... \ .\\.
™~ ~, ~.
\\. \\- \\.
Agregacio em t=3 Redugio em t=2 Agregacdoem t=2
/ - / § / ]
\"o \ ‘» \ \‘r
\I \0 \\‘.
\\.. \ \\.
Redug3o em t=1 Agregacioem t=1 Cenarios reduzidos

Figura5.5: Procedimentos do Algoritmo 5.

Parametro(s): (n,t=1,...,T) um vetor com os nimeros de cendrios a serem

preservados em cada periodo de tempo e/ou (g, >0, t=1,..,T), um vetor de tolerdncias
utilizado na erm.

Algoritmo 5 Reducdo da Arvore

Passo T: Aplicar a erm com um dos Algoritmos 2, 3 ou 4, para determinar o
conjunto de indices J; c {1,2,...,N;} =: I, tal que:

Z- P min  z(W,W;) < é&.
'E‘]T jeIT\ T
Aplicar a redistribuicdo dada pela regra (4.7).

Passot: Para t=T —1,T —2,...,1 aplicar erm para determinar o conjunto de
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indices J, = {1,2,..,N;} =1, tal que > p, min (W, W;) < &.
1t Jel Wy

Aplicar a redistribuicdo dada pela regra (4.7).
Agregacdo: Para cada j e J,, seleciona-se um indice i tal que
i" =arg _n’li\l;l (W, w;) etoma-se w; =w: para z=2,.,t (como mostra a Figura 5.5)

Ielt t

Passo 0: Fim de tarefa. O nimero de cenérios, em todos periodos, foram reduzidos.

Cada passo do Algoritmo 5 reduz a arvore de cenarios em diferentes periodos. No
Passo T, os cendrios sdo considerados em toda sua extensdo, ou seja, do periodo 1 até o

periodo T. No Passo T —1, os cendrios preservados sdo considerados do periodo 1 até o
periodo T —1, e assim sucessivamente.

Para a arvore de cendrios da Figura 5.4, por exemplo, as diferentes representacdes
matriciais da arvore considerada para cada periodo de tempo sdo:

b
b
c a c
c

d
! AZF b} A =[a]
g

D v v D

Com este exemplo, o Algoritmo 5 no Passo T trabalha com a matriz A, (utilizando
a emr); no Passo T —1, trabalha com a matriz A1 encerrando a redu¢do de cenarios com a
matriz A, (o elemento @ ¢ deterministico).

A fase da agregagdo do algoritmo ¢ necessaria para nao perder os nds que ficaram
"orfaos" apods a erm (por exemplo, como acontece no grafico "Reducdo t=3" da Figura 5.5).

Suponha que o algoritmo descarte os cenarios W, e W, no Passo T, deste modo, a

|a b d
AZ_acg'

Suponha agora que no Passo T —1 o cenario w, (linha 2) de A seja descartado.

nova matriz de cenarios se torna

. , . . - a
Assim, a arvore reduzida toma a seguinte forma matricial A, :{ b } Note que, se no
a

Passo T —1 ndo fosse realizada a agregagdo, o elemento ¢ seria perdido.

Uma opcao para se reduzir a arvore de cendrios, seria efetuar apenas o Passo T do
Algoritmo 5, como apresentadado no Algoritmo 6 a seguir.
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Algoritmo 6 Redugdo da Arvore no Periodo T

Passo 1: Aplicar a erm com um dos Algoritmos 2, 3 ou 4, para determinar o
conjunto de indices J < {1,2,....,N}=:1 tal que:

ziejpi %lgﬂ(wiawj) <é.

Aplicar a redistribuicdo dada pela regra (4.7).

Assim sendo, ndo ha a necessidade de agregacdo; no entanto, para os periodos
t=1,..,T —1, ndo haveria descartes de cenarios, salvo as redugdes indiretas causadas no
estagio t—1 pela eliminagdo do cenario correspondente no estagio t. Esta é a variante
aplicada aos exemplos do Capitulo 6. Pois sendo as arvores de vazdes afluentes as usinas
hidroelétricas geradas pelo modelo GEVAZP, que utiliza um modelo da familia ARIMA,
a fase da agregacao se apresenta impropria.

5.2.2 — Dificuldades Computacionais

O armazenamento das informag¢des de forma eficiente é de fundamental
importancia para a ROC. Por exemplo, a Figura 5.4 representa uma arvore de 4 cendrios
que pode ser armazenada ndo matricialmente, mas de modo vetorial reduzido, da seguinte
forma:

V =[b,c,d,e, f,g].

O elemento @ é comum a todos cendrios, ¢ além disso € deterministico. Deste
modo, ndo é necessario armazenar a em V .

Em algumas situagdes sdo aplicadas com freqiiéncia arvores que abrem a mesma
quantidade de galhos em cada né. Este nimero ¢ chamado de multiplicidade da arvore.
Exemplos comuns s3o arvores bindrias, como multiplicidade igual a 2 (mult=2, ver

Figura 5.4), e arvores ternarias com multiplicidade igual 3 (mult =3, ver Figura 5.6).

Figura 5.6: Arvore ternaria.
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mult™' — mult

Para este tipo de arvores, a cardinalidade do vetor V ¢ dada por #V = 1
mult —

O armazenamento das distdncias u(W,,W;) entre os pares de cendrios pode-se

efetuar também em forma vetorial reduzida:

_IU(WUWZ)—
AW, Wy )
W, W _
M; = HO, W) ,com#MT=m.
AWy, W)
LWy, W, )

_/U(W37W4)

porque /u(Wiawj) = ,LI(WJ awi)'
Suponha que se tenha uma arvore multivariada, ou seja, com Wit eR". Assim,

muttT ! —mult
mult—1

V eR*xR . Se, por exemplo, a arvore multivariada assumir k=20, multiplicidade
igual a 30 e 5 periodos, tem-se que:

V e R* xR¥"" (#V aproximadamente igual a 5.1-10%);

N=5"=93132-10° ¢ M, eR*¥®0"

Claramente, a manipulagdo e armazenamento deste volume de informagdo se torna
muito complexa, se ndo inviavel.

Ainda vale ressaltar que, para algumas aplicagdes o armazenamento da matriz de
distdncias no vetor M; pode impossibilitar a utilizacdo do Algoritmo 4; visto que este

depende da matriz completa, caracteristica que € entdo perdida em M- .

A seguinte secao fornece uma alternativa de reducdo de cenarios que dispensa o
armazenamento completo dos dados, ja que trabalha gerando e reduzindo cenarios
simultaneamente.

5.2.3 — Reducdo Local

A Reducdo Local ¢ uma forma diferenciada de construir uma arvore de cenarios,
com pequeno porte, que represente de forma acurada o processo estocastico. A construcao
se da por meio de sucessivas geragdes e redugdes de cenarios. Seu objetivo, assim como o
Algoritmo 5, ¢ lidar com o problema de alta dimensionalidade mencionado na segdo
precedente.

Esta estratégia ¢ conveniente computacionalmente em casos em que se gera a arvore
de alta dimensionalidade pretendendo reduzi-la posteriormente.
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Suponha que se deseje gerar uma arvore de cenarios de 12 periodos com 1000
aberturas a cada n6. Deste modo, tem-se um numero total de cenarios igual a 1000"
impossivel de ser armazenado ou manipulado para efetuar a reducao de cenarios. A reducao
local permite trabalhar indiretamente com todas estas informacgdes, usando aproximagoes
da arvore.

A geracdo de uma arvore de cendrios através da estratégia de reducdo local se
fundamenta na geragdo de N cendrios para o primeiro periodo de tempo e, na imediata
aplicagdo da erm. Para cada cendrio preservado, geram-se mais N cenarios e aplica-se a
erm em cada ramo desta arvore de dois estagios de tempo. Para cada cenario preservado no
segundo periodo, gera-se cenarios e, mais uma vez, aplica-se a erm. Este procedimento ¢
repetido até t=T.

A Figura 5.7 ilustra o procedimento para a geracao da arvore de cenarios através da
reducdo local para T =2 estagios de tempo.

Figura5.7: Redugéo local.

t

Parametro(s): N,,, o nimero de cendrios a serem preservados, satisfazendo

N.y <N', e/lou & >0, um vetor de tolerancias utilizado na erm para t =1,2,...,T .

Algoritmo 7 Reducdo Local.

Passo O0: Fazer t=1
Passo 1: Geracdo de N' cenarios;
Passo t: Aplicar o Algoritmo 4 (selecdo progressiva rapida) para encontrar J, ;
Redistribuicdo pela regra (4.7);
Fazer t=t+1; para cadané i preservado geram-se N' cenarios, isto
é, N' filhosdond i.
Se t<T, iraté o Passo t.
Se ndo, iraté o Passo T
Passo T: Aplicar o Algoritmo 4 para encontrar J; ;
Redistribuir pela regra (4.7).

Desta maneira, a cada periodo de tempo sdo gerados N' cenarios que sio reduzidos
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a N, de modo a construir uma arvore com cardinalidade aceitével e que represente bem

as incertezas.

A escolha da estratégia progressiva como ferramenta no Algoritmo 7 permite
reduzir o tempo necessario para selecionar os cendrios a serem preservados. Se, por
exemplo, em cada estagio de tempo geram-se 1000 cenarios e deseja-se preservar apenas 5,
o Algoritmo 4 ¢ claramente mais eficiente.

A seguir uma breve apresentacdo das principais caracteristicas dos algoritmos de
selecdo de cenarios, e dos algoritmos de reducdo de arvores de cenarios.

1) Reducédo Regressiva:
Seleciona cenarios a serem descartados;
A redistribicdo é realizada apds o descarte de kj cenarios, com ZJ_ k;=N-N

red ?

Utiliza a parte triangular inferior, ou triangular superior, da matriz de distancias
entre cenarios.

2) Reducéo Regressia Simultanea:
Seleciona cenarios a serem descartados;
A redistribicdo é realizada ap6s o descarte de N —N,,, cenarios;

Utiliza a parte triangular inferior, ou triangular superior, da matriz de distancias
entre cenarios.

3) Selecéo Progressiva:
Seleciona cenarios a serem preservados;
A redistribicdo é realizada apos selecionar N, cenarios;

Utiliza a parte triangular inferior, ou triangular superior, da matriz de distancias
entre cenarios.

4) Selecéo Progressiva Rapida:
Seleciona cenarios a serem preservados;
A redistribicdo é realizada apos selecionar N, cenarios;

Considera a matriz de distancias em sua forma completa.

5) Reducéo da arvore:

Utiliza um dos Algoritmos 2, 3 ou 4 para obter os cenarios mais representativos;

Reduz a &rvore em cada periodo, de t =T,T —1,...,1;

A redistribicédo é realizada em cada periodo t ;

Realiza agregac0es entre 0s cenarios;

N&o recomendado para &rvores de cenarios obtidas a partir de modelos da
familia ARIMA.

6) Reducdo da arvore no periodo T :
Utiliza um dos Algoritmos 2, 3 ou 4 para obter os cenarios mais representativos;
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Reduz a arvore no Gtimo periodo t =T,
A redistribic&o é realizada no periodo t=T.

7) Reducéo local:

Utiliza o Algoritmo 4 para obter os cenarios mais representativos;
Constroi a arvore a partirde t=1,2,...,T;

A redistribicéo é realizada em cada periodo t .

Com estas consideragdes, encerra-se este capitulo dedicado aos algoritmos de
selecdo e reducdo de cenarios. O proximo capitulo apresenta resultados numéricos obtidos a
partir de problemas reais do SIN.
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6 - Resultados Numéricos

Este capitulo emprega a metodologia desenvolvida nos capitulos anteriores. S@o
aplicados os algoritmos citados no Capitulo 5 em configuragdes reais do problema de
planejamento da operacao de curto prazo do SIN.

O planejamento da operacao do SIN utiliza séries sintéticas do processo estocastico
de vazdes mensais afluentes aos aproveitamentos hidroelétricos obtidas pelo Modelo de
Geracao de Séries Sintéticas de Vazdes e Energias — GEVAZP, desenvolvido pelo CEPEL,
[16,17,18]. O modelo GEVAZP gera cenarios de vazdes mensais afluentes com um modelo
auto-regressivo periodico, usualmente denotado PAR(p). Para maiores informagdes, ver
[14,25].

De posse das informagdes geradas pelo modelo GEVAZP, a etapa seguinte consiste
em determinar, dentre outras, as metas 6timas de geragcdo de cada usina de um sistema
hidrotérmico, sujeito a afluéncias incertas. O problema de otimizagdo correspondente
minimiza o valor esperado do custo de operacdo e déficit de energia ao longo do periodo de
planejamento. Idealmente, para o Modelo de Determinac¢ao da Coordenacao da Operacao a
Médio Prazo — DECOMP [19,27], deve-se ter uma representacao acurada das incertezas nas
vazoes afluentes aos aproveitamentos hidroelétricos. Atualmente o programa DECOMP ¢
utilizado com o horizonte de tempo de apenas 2 meses, sendo o primeiro més discretizado
em etapas semanais que consideram vazdes conhecidas. J& no segundo més, as vazdes
afluentes sdo consideradas incertas, e atualmente representadas por arvores com mais de
100 cenarios. Para maior clareza e eficiéncia na decisdo que se deve tomar no presente,
deseja-se que o horizonte de tempo seja estendido. Para tanto, deve-se ter um numero
razoavel de cendrios. O objetivo ¢ reduzir a dimensionalidade da arvore de cendrios gerada
pelo GEVAZP, de modo que a arvore reduzida represente adequadamente as incertezas, e
que seja viavel computacionalmente para o modelo DECOMP.

O procedimento atual aplicado as séries geradas pelo modelo GEVAZP seleciona
um subgrupo reduzido de cendrios agrupando eventos semelhantes em uma mesma classe,
ou conglomerado. Para cada conglomerado, escolhe-se um elemento representante. A
probabilidade de ocorréncia deste representante ¢ definida de maneira proporcional ao
numero de cendrios que formam o conglomerado, [13].

Uma variante do processo de agregagdo em conglomerados, implementada no
modelo GEVAZP e chamada de K-Médias (ou K-Means) [18], consiste em, para cada
estagio do horizonte de estudo e para cada " ramo" da arvore de cendrios, gerar (em geral
1000) novos cendrios hidroldgicos equiprovaveis. Estes novos cendrios sdo separados em
k conglomerados, que fornecem K cenarios representantes. Uma comparacio entre a ROC
e a agregacdao em conglomerados ¢ realizada em [21]. Outro procedimento de diminui¢ao
de esforco computacional aplicado as séries de vazoes afluentes aos reservatorios pode ser
encontrado em [4].

Este capitulo esta dividido em 2 se¢des. Primeiro, se faz uma andlise estatistica
(analisando arvores de cenarios univariados e multivariados). A seguir se faz uma analise
do desempenho dos diferentes algoritmos.
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6.1 — Analises Estatisticas

Esta se¢do se dedica a comparacdes estatisticas entre as arvores original e reduzida.
Tais analises dependem da estrutura univariada ou multivariada. Considera-se uma arvore
de cendrios multivariados quando se tem uma 4arvore de cenarios (gerada
multivariadamente) para cada usina pertencente a configuragao estudada.

6.1.1 — Arvore de Cenarios Univariados

Considere a 4rvore univariada de séries sintéticas de vazdes de afluéncias (M’/S)
que chegam a uma usina dada, apresentada na Figura 6-1. A arvore contém 3000 (150x20)
cenarios hidrolégicos da usina hidroelétrica de Agua Vermelha (Bacia do Rio Parana),
dispostos em 2 periodos temporais (T =2). A Figura 6-2 apresenta a arvore de 200
cenarios obtida apds a redugao.

Agua vermelha: 3000 cendrios Agua vermelha: 200 cendnos
12000 T T T T T 12000 T T T T T

10000 10000

goo00 | #000

o -
w000 | B0

B B

4000 | 4000

2000 | 2000

L L . L . . L
janeiro FuEneing janeino Euerein

Figura 6-1: Arvore com 3000 cenarios. Figura 6-2: Arvore com 200 cenrios.

No caso univariado, a distancia entre os cenarios pode ser dada, por exemplo, como
em (3.16)com I =2,

A Tabela 6-1 apresenta as médias, desvios padrdes, valores (também chamados de
"ndés" da arvore) maximos e minimos de cada periodo temporal, tanto da arvore gerada
(original) como da arvore reduzida; confirmando assim, a grande acuracia do processo de
ROC em éarvores de cenarios univariados. Neste capitulo, ao invés de utilizar o termo
"arvore original" , adota-se o termo "arvore gerada" , porque a arvore original utilizada foi,
de fato, gerada pelo modelo GEVAZP.
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Tabela 6-1: Analise univariada.

Agua vermelha 1° periodo 2° periodo
Arvore Ger. | Arvore Red. Arvore Ger. | Arvore Red.
Médias 2749.35 2748.47 3297.75 3296.26
Desvios padroes 1019.24 1015.75 1323.50 1317.72
Valor minimo 1161.29 1161.29 726.42 794.27
Valor Maximo 7122.46 7122.46 11493.72 11493.72

Dentre as estatisticas apresentadas na Tabela 6-1, a maior degradagdo causada pela
reducdo de cendrios ocorreu no desvio padrao do segundo periodo. Em termos percentuais,
esta degradagdo equivale a 0.44% do valor do desvio padrdao do segundo periodo. Uma
perda significativamente pequena.

Para o problema de operagdo de curto prazo do SIN, a configuracdo utilizada
consiste claramente em mais de uma usina. Por este motivo, utilizam-se arvores de cenarios
multivariados. A seguir os estudos do processo de ROC para este tipo de arvore.

6.1.2 — Arvore de Cenarios Multivariados

Para arvores de cenarios multivariados, cada cenario W, possui uma representa¢ao

matricial W, e R™, sendo T o numero de periodos e U o niimero de usinas utilizadas na

configuragdo. Assim sendo, a norma utilizada na fun¢do que mede a distancia entre os
cenarios precisa ser uma norma matricial; podendo ser, por exemplo, a fungdo definida em
(3.16) com a norma dada por

b

Jw-# = max Y. w(s,1) - (s, )
1=1,2,...,.U

ou,

Como no caso univariado, as médias e desvios padrdes sdo analisados nesta secao;
além disso, para arvores de cenarios multivariados a analise estatistica ¢ estendida a
correlagdo temporal e a correlagdo espacial entre as usinas hidroelétricas. A correlacao
temporal de uma usina ¢ entendida como a correlacdo entre os periodos de tempo. Para a
operacgao do SIN, a correlagdo entre as usinas ¢ um fator importante no processo estocastico
de geragdo de vazdes afluentes aos reservatorios. Como as afluéncias dependem de
condi¢des climdticas, espera-se que usinas em uma mesma bacia hidroldgica sejam
positivamente correlacionadas. Este tipo de correlagdo é conhecido na literatura como
correlacao espacial.

O objetivo desta subsecdo ¢ mostrar que o processo de reducdo de cenarios preserva
eficientemente as caracteristicas estatisticas dos dados inicias, incluindo as correlagdes
espaciais e temporais.
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As andlises estatisticas apresentadas consideram arvores de cenarios relativas a uma
configuragao real do SIN.

6.1.3 — Caso Estudado

Para o SIN, com um horizonte temporal de dois periodos (T =2), serdo
apresentados a seguir estudos do caso em que a dimensionalidade da arvore de cenarios
gerada pelo modelo GEVAZP ¢ reduzida em 90%. A qualidade da arvore reduzida 6tima
obtida ¢ avaliada mediante diferentes testes estatisticos. Em particular, tais testes indicam
uma aderéncia satisfatoria entre o conjunto de cenarios preservados na arvore reduzida, e o
conjunto de cenarios originais que compdem a arvore gerada.

A configuragdo utilizada ¢ a seguinte:

e Historico: 1931-1998

e Tendéncia hidrologica: 1959

e Mé¢s inicial: janeiro
Periodos: 2
Numero de cenarios gerados para o primeiro periodo: 100
Numero de cendrios gerados para o segundo periodo: 10000
Numero de cenarios reduzidos para o primeiro periodo: 99
Numero de cendrios reduzidos para o segundo periodo: 1000
Numero de usinas principais na configuracao: 39
Usinas analisadas: Tucurui (bacia do Tocantins), Trés Marias (bacia de Sao
Francisco), Salto Caxias (bacia do Iguacu), Sdo Simdo (bacia do Rio
Paranaiba), Agua Vermelha (bacia do Rio Parana), Itd (bacia do Rio
Uruguai), Curua-Una (Rio Curuad-Una), Porto Primavera (bacia do Rio
Parand) e Ilha dos Pombos (bacia do Rio Paraiba do Sul).

Para os resultados numéricos que se seguem, foi utilizado o Algoritmo 6 para a
reducdo da arvore; sendo o Algoritmo 4 para a selegdo de cenarios.
A seguir as analises estatisticas entre as arvores gerada (arvore original) e reduzida.

6.1.4 — Regressdao Linear: Médias e Desvios Padrdes

A fim de analisar os dados reduzidos, sdo apresentadas na Figura 6.1 as regressoes
lineares entre as estatisticas das arvores gerada e reduzida de todas as 39 usinas da
configuragdo considerada. Sdo apresentados também o coeficiente angular da reta de
regressio linear (Y =6X), bem como o coeficiente de ajuste R-square (R*) que mede o
ajuste da reta de regressdo linear as estatisticas dos valores gerados, para maiores
informacgdes consultar a referéncia [9].
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Figura 6.1: Regressao linear entre as médias e desvios padroes - 1° e 2° periodos.

Como todo desenvolvimento da técnica de ROC ¢é fundamentado na minimizacao da
diferenca entre os valores esperados (expressao ( 4.3)), os excelentes resultados em relacao
a estatistica média confirmado pela Figura 6.1 (parte superior) eram previsiveis. A parte
inferior da Figura 6.2 mostra que também os desvios padrdes foram eficientemente
preservados em ambos os periodos. Estes resultados sdo confirmados pelo coeficiente

angular da reta de regressdo linear, e pelo coeficiente de determinacio R*.

6.1.5 — Regresséo Linear: Correlacdo Temporal

Um elemento importante para a analise ¢ a correlacdo entre as afluéncias dos
periodos 2 e 1 de cada usina hidroelétrica. A Figura 6.2 compara esta estatistica, quando
obtida com os cendrios gerados e pela ROC para cada uma das usinas da configuracao.
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Figura 6.2: Correlagdo temporal.

Como se pode verificar, a Figura 6.2 apresenta bons resultados de aderéncia entre as
correlagdes temporais (1° e 2° periodos) das usinas.

Como proposto, serdo apresentados a seguir as médias e desvios padrdes de 9 usinas
da configuragdo utilizada.

6.1.6 — Valores Numeéricos das Usinas Estudadas

Sao apresentados nesta subsegdo tabelas contendo as médias, desvios padrdes,
valores maximos e minimos de cada periodo, tanto da arvore gerada como da arvore
reduzida. Também sio apresentados valores tedricos'® das médias e desvios padrdes.

Assim como as médias e desvios padrdes, a correlagdo espacial entre as usinas sao
apresentadas graficamente na subsecdo 6.1.3, onde se encontram também os testes de
aderéncia das distribui¢cdes de probabilidades para cada uma das 9 usinas analisadas.

A tabela seguinte apresenta os resultados obtidos pela reducdo de cenarios para as
usinas de Tucurui, Trés Marias e Salto Caxias.

Tabela 6-2: Analise multivariada - Tucurui, Trés Marias ¢ Salto Caxias.

1° periodo 2° periodo
Usina: Tucurui Gerado Reduzido | Teorico Gerado Reduzido | Teorico
Médias 10266.35 | 10247.29 | 10875.26 16266.81 | 16462.60 | 16852.83
Desvios padroes 3247.53 | 3121.43 | 3676.38 597240 | 5104.78 | 6177.66
Valor minimo 3906.97 | 390697 |/ 1789.26 | 4502.70 |/
Valor Maximo 22226.96 | 22226.96 | / 53111.17 | 53111.17 |/
Usina: Trés Marias
Médias 1317.41 | 1345.51 1270.44 1305.30 | 1347.14 | 1295.06
Desvios padroes 646.65 635.95 674.32 791.75 744.68 804.82

'3 A média e desvio padrio tedrico correspondem aos valores esperados do modelo auto-regressivo.
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1° periodo 2° periodo
Valor minimo 292.03 292.03 / 69.45 235.07 /
Valor Maximo 3455.19 | 3455.19 |/ 16016.23 | 16016.23 | /
Usina: Salto Caxias
Médias 906.83 931.53 880.82 112549 | 1144.53 | 1116.40
Desvios padrdes 684.10 650.74 762.19 710.73 630.00 727.87
Valor minimo 90.10 90.10 / 95.41 109.05 /
Valor Maximo 3855.01 | 3855.01 |/ 7112.89 | 7112.89 |/

Como mostra a Tabela 6-2, no 2° periodo, a distancia entre a média ¢ o valor
minimo ¢ muito menor que a distdncia entre a média e o valor maximo. Por esta razdo, e
pelo fato de que os cenarios sdo equiprovaveis, pode-se concluir que valores inferiores a
média sdo em maior nimero do que os valores superiores a ela. Como neste caso a reducao
de cendrios foi rigorosa (reducdao de 90% do total de cenarios) € natural que o descarte de
cenarios seja mais intenso nos valores inferiores a média. Isso explica o fato pelo qual o
valor maximo foi preservado, e o valor minimo foi descartado (ndo necessariamente em
todos as usinas). O principal fator que influéncia na escolha de cenarios ¢ a fung¢do que
mede a distancia entre eles. Neste estudo foi utilizada a fungdo x# como em (6.1).

A seguir a Tabela 6-3 apresenta resultados para mais 4 usinas.

Tabela 6-3: Analise multivariada - Sio Simio, Agua Vermelha, Ita e Curua-Una.

1° periodo 2° periodo

Usina: Sao Simao Gerado | Reduzido | Tedrico Gerado Reduzido | Tedrico

Médias 2251.73 | 2283.82 | 2289.59 2620.59 | 2692.48 | 2709.84

Desvios padroes 759.08 | 735.86 824.20 1068.90 | 1015.87 | 1146.83

Valor minimo 113590 | 1135.90 |/ 348.12 768.99 /

Valor Maximo 5191.12 | 5191.12 |/ 8921.65 | 8921.65 |/

Usina: A. Vermelha

M¢édias 728.11 | 740.02 745.57 1065.34 | 1081.98 | 1081.92

Desvios padrdes 31098 | 303.60 346.17 515.05 466.17 53791

Valor minimo 17420 | 174.20 / 141.78 247.62 /

Valor Maximo 1741.07 | 1741.07 |/ 4912.40 | 4912.40 |/

Usina: Ita

Médias 473.55 | 491.42 470.80 693.73 698.93 692.93

Desvios padrdes 294.79 | 284.50 373.96 582.14 530.07 608.46

Valor minimo 59.66 59.66 / 8.62 36.31 /

Valor Maximo 1692.97 | 169297 |/ 11888.67 | 11888.67 | /

Usina: Curua-Una

Médias 106.68 | 104.94 107.85 162.35 160.54 162.08

Desvios padroes 26.82 25.67 26.30 52.40 43.32 51.83

Valor minimo 57.74 57.74 / 35.19 51.44 /

Valor Maximo 221.04 | 221.04 / 434.84 378.85 /
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Assim como na Tabela 6-2, as médias e desvios padrdes dos cenarios reduzidos
estdo, respectivamente, proximos as médias e desvios padrdes dos cenarios gerados. Estes
ultimos, por sua vez, sao aderentes aos valores teoricos.

Tabela 6-4: Andlise multivariada - Porto primavera e Ilha dos Pombos.

1° periodo 2° periodo
Usina: P. Primavera Gerado | Reduzido | Tedrico Gerado | Reduzido | Tedrico
Médias 2122.88 | 2182.55 | 2205.02 2475.73 | 2508.13 | 2476.77
Desvios padrdes 582.69 | 548.84 661.85 925.69 | 804.99 953.47
Valor minimo 912.73 | 912.73 / 567.17 | 829.60 /
Valor Maximo 3816.60 | 3816.60 |/ 8814.04 | 8814.04 |/
Usina: I. Pombos
Médias 316.78 | 325.02 297.97 331.04 | 334.13 326.36
Desvios padrdes 162.04 | 158.04 157.06 176.94 | 158.85 180.46
Valor minimo 70.61 70.61 / 23.57 59.55 /
Valor Maximo 987.30 | 987.30 / 213097 | 213097 |/

As Tabelas 6-2, 6-3, e 6-4 apresentam as médias e desvios padrdes tedricos. As
estatisticas dos cenarios gerados (ou cenarios originais) e as estatisticas dos cenarios
reduzidos se comportam de maneira satisfatoria em relagdo as estatisticas tedricas. Uma
analise grafica destes resultados ¢ apresentada a seguir.
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6.1.7 — Resultados - Figuras

Uma primeira avaliagdo da qualidade dos cendrios preservados consiste em
comparar as estatisticas da arvore original (a arvore gerada pelo modelo GEVAZP) com os
valores teoricos, segundo descritos em [5]. A arvore reduzida pela qual sdo apresentados os
valores estatisticos a seguir possui 1000 cenarios, que equivalem a 10% do total de cenarios
gerados.

A média teodrica e o desvio padrao tedrico correspondem, respectivamente, ao valor
esperado e ao desvio padrdo do modelo auto-regressivo periddico, condicionado ao
passado. A Figura 1 a seguir contém as médias ¢ desvios padrdes dos dados gerados e os
valores tedricos.

Médias e Desvios Padroes da Usina de Tucurui

20000 20000
15000 15000
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B Tebrica B Gemda O Feduida [ aTebrica 8 Gerada O Fedudda |
Média - 1° periodo. Média - 2° periodo.
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0 0
[CoTebrica B Gemo O Reduzda | [ aTedion Lt O Redizide |

Desvio padréo - 1° periodo.  Desvio padrio - 2° periodo.
Figura 1: Médias e Desvios Padrdes - Tucurui

A Figura 1 mostra que as estatisticas dos valores gerados estdo contidas nos
intervalos de aceitabilidade representados pelas barras de erros. As estatisticas dos cenarios
gerados (ou cenarios originais) e as estatisticas dos cenarios reduzidos pela técnica ROC se
comportam de maneira satisfatoria em rela¢do aos valores teoricos.

Vale ressaltar que para comparar as estatisticas reduzidas com as estatisticas
teoricas os intervalos de aceitabilidade seriam mais amplos (a amplitude do intervalo de
aceitabilidade ¢ inversamente proporcional a raiz quadrada do tamanho da amostra).

Correlacéo Espacial da Usina de Tucurui
A Figura 2 apresenta as correlagdes espaciais entre as vazoes da usina hidroelétrica

de Tucurui com as demais usinas hidroelétricas da configuragdo. A correlagdo espacial
determina as dependéncias hidrologicas entre as usinas. Como as afluéncias aos
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reservatorios dependem das condigdes climaticas, usinas de uma mesma bacia hidrologica
sdo positivamente correlacionadas.

O eixo das abcissas correspondem as correlagdes espaciais obtidas a partir dos
cenarios gerados. O eixo das ordenadas correspondem as correlagdes espaciais obtidas a
partir dos cendrios reduzidos.

1° periodo 2° periodo
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Figura 2: Regressdo linear entre as correlagdes espaciais — 1° e 2° periodos.

Para este estudo, os cenarios reduzidos representam apenas 10% do total de cenarios
gerados. No entanto, como mostra a Figura 2, este nuimero bem reduzido de cendarios ainda
reproduz eficientemente as correlagdes espaciais entre as usinas hidrologicas da
configuragao.

Testes de Aderéncia - Tucurui

A tabela seguinte fornece os valores criticos referentes aos testes de aderéncia de
Kolmogorov-Smirnov ¢ Cramér-von Mises [26] para as distribuigdes de cada usina. Estes
testes medem a aderéncia entre duas distribuicdes de probabilidades. Se o valor obtido for
inferior ao valor critico, considera-se que as distribuicdes de probabilidades, referentes a
arvore original e a arvore reduzida, sdo aderentes.

Teste de aderéncia 1° periodo 2° periodo
Kolmogorov — Smirnov valor critico: 1.36 (5%) 0.626 0.413
Cramér — Von Mises valor critico: 0.46 (5%) 0.057 0.002

Os valores da tabela acima confirmam mais uma vez a eficiéncia da técnica de
ROC. Os valores obtidos sdo significativamente inferiores aos limites de aceitagdo. Este

resultado garante a aderéncia entre as distribui¢cdes de probabilidades P e Q" de (4.7).

Para o estudo das proximas 8 usinas, as conclusdes sdo andlogas as da usina de
Tucurui.

Relatério Técnico — Projeto GEVAZP 77



Médias e Desvios Padroes da Usina de Trés Marias

cePer Cy

Grupo Eletrobras

O Tedica B Gerada ORedizida

1800

10

Medim
mi's

00

1}

O Tedrica B Gerada

O Radizida

Média - 1° periodo.

Média - 2° periodo.

€00
oy
SE am
@0
o

O Fedizids |

[ oTedico B Gerado

1000

ox:]
o E

an
B
40
an

[

BTedrico B Gerado

O Redwide

Desvio padriio - 1° periodo.

Desvio padriio - 2° periodo.

Correlacéo Espacial da Usina de Trés Marias

=03
R =039

1° periodo

1
MM

Reduzida

Corralagdo Cruzads
& ]
n

-1

Corrdagdo Cruzada Gerada

= T \
_u'sﬂ 05 1

2° periodo

8=1103

2_
g R =053 ,
m
5
5% * :|/‘4-""’"
Frf&l 05 q 05
[
£
g -
(&)

Correlagdo Cruzada Gerada

Testes de Aderéncia - Trés Marias

Teste de aderéncia

1° periodo

2° periodo
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0.372

0.885

Cramér — Von Mises valor critico: 0.46 (5%)

0.018

0.056
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Teste de aderéncia 1° periodo 2° periodo
Kolmogorov — Smirnov valor critico: 1.36 (5%) 0.774 0.792
Cramér — Von Mises valor critico: 0.46 (5%) 0.128 0.022
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Teste de aderéncia 1° periodo 2° periodo
Kolmogorov — Smirnov valor critico: 1.36 (5%) 0.589 0.467
Cramér — Von Mises valor critico: 0.46 (5%) 0.054 0.01
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Kolmogorov — Smirnov valor critico: 1.36 (5%)

0.358

0.477

Cramér — Von Mises valor critico: 0.46 (5%)

0.011

0.008
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Teste de aderéncia 1° periodo 2° periodo
Kolmogorov — Smirnov valor critico: 1.36 (5%) 0.593 0.649
Cramér — Von Mises valor critico: 0.46 (5%) 0.085 0.008
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1° periodo
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Kolmogorov — Smirnov valor critico: 1.36 (5%)

0.44

0.481

Cramér — Von Mises valor critico: 0.46 (5%)

0.076

0.061
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Teste de aderéncia

1° periodo 2° periodo
Kolmogorov — Smirnov valor critico: 1.36 (5%) 0.613 0.585
Cramér — Von Mises valor critico: 0.46 (5%) 0.124 0.022
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Teste de aderéncia

1° periodo

2° periodo

Kolmogorov — Smirnov valor critico: 1.36 (5%)

0.504

0.575

Cramér — Von Mises valor critico: 0.46 (5%)

0.062

0.011

Melhores resultados para o desvio padrdo foram obtidos quando se utiliza a norma
(6.1) na fungdo z(w,W)=||w—W| max{l,h(||wl),h(| W)}, onde a fungio h ¢é definida

2(1+eP° )

como h(||w/)) = w|| , sendo pc(l*) o " percentual de contribuicio"'® da usina |* da

configuracio estudada. A usina |” é tal que

Sejam | =1,...,U as usinas da configuragio. Seja ¢(l) a média dos cenarios gerados para cada usinal.
Define-se, neste trabalho, o percentual de contribui¢do da usina | a seguinte razdo: pe(l):= o)
=
i (1)
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..... 2
E importante que os cenarios estejam padronizados, pois do contrario a usina que
possuir maior potencial hidrologico causard um viés no célculo das distancias entre

cendrios (|* permanece fixo na maioria do calculos de (W, W)).

A seguir uma analise dos algoritmos de selecdo de cendrios apresentados no
Capitulo 5.

6.2 — Analise do Desempenho dos Algoritmos

Esta subse¢do destina-se a tratar de forma mais concreta os trés diferentes
algoritmos de selecdo, baseados nas duas modalidades apresentadas (Regressiva e
Progressiva). Para deixar clara a eficiéncia de tais algoritmos em diversas condigdes de
reducdo, sera apresentada a seguir uma tabela com as medidas (em percentual) da
proximidade entre os dados gerados e reduzidos e, contendo também, os tempos de
processamento para ROC consistindo de seiscentos cendrios gerados.

Para calcular (em termos percentuais) a distancia entre a medida de probabilidade
inicial (i.e., dada pela arvore gerada com cendrios equiprovaveis) ¢ a medida de
probabilidade reduzida (arvore reduzida e redistribuida de forma Otima) ¢ utilizada a
medida de precisdo relativa A definida a seguir, de modo a proporcionar um valor
percentual da ROC.

- _¢d)
A(Nred)' C({i*})’

onde i" € {1,...,N} denota o primeiro indice de cenario obtido pela sele¢do progressiva, ver
Exemplo 3. Deste modo, ¢({i"}) corresponde a possivel melhor distincia de P a um tnico

cenario W, que neste caso, possui 100% de probabilidade de ocorréncia.
1

A Tabela 6-5 a seguir apresenta o tempo de processamento ¢ a medida de precisao
relativa dos Algoritmos 2, 3 e 4.

Vale ressaltar que o tempo de processamento apresentados na seguinte tabela nado
incluem o tempo de geracdo de cenarios pelo modelo GEVAZP.

Tabela 6-5: Andlise do desempenho dos algoritmos.

N° de cenarios: R.R. S. (alg. 2) S. P. (alg. 3) S. P.R. (alg. 4)
N N g tempo | A(N,,) tempo | A(N ) tempo | A(N,,)
600 100 42'21" 25,8 10' 12" 25,1 0'23" 25,1
600 200 37'30" 17,9 24' 40" 17,4 0'24" 17,4
600 300 30' 18" 12,1 38' 53" 11,7 0'24" 11,7
600 400 15'40" 7,2 47 10" 7,1 0'26" 7,1
600 500 5'4" 3,2 60" 35" 3,2 0'27" 3,2
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A Tabela 6-5 mostra que o descarte de 50% dos cenérios implica em uma perda de
aproximadamente 12% da precisdo dos dados. Além disso, no exemplo ilustrado nesta
tabela € possivel encontrar uma sub-arvore com seis cenarios (1%) que acarreta uma perda
de 49,4% da precisdo relativa. Vale ressaltar que melhores resultados para a medida de
precisao relativa podem ser obtidos no caso em que a arvore € univariada. Este resultado
pode ser verificado em [10].

O Algoritmo 2 (Redugdo Regressiva Simultanea) obteve medidas de precisdo
relativa um pouco melhores que os algoritmos da modalidade progressiva. Este fato se deve
ao modo de como cada algoritmo procede no caso de empate na escolha de determinados
cenarios. O empate de cenarios ¢ considerado como sendo, na iteragdo k-ésima do
algoritmo, c(J*" wi)=c(J*" U ) para diferentes indices de cenarios i, j. Neste sentido,
distintos algoritmos podem selecionar diferentes indices e, por esta razao, obter conjuntos
J um pouco diferentes . Uma maneira de se escolher os indices empatados, ¢ preservar
aquele que estd mais distante da média. Pois deste modo, existe a possibilidade de se
contribuir para a preservacao do desvio padrao.

Como mencionado no Capitulo 5, o Algoritmo 2 ¢ bastante eficaz quando se quer
realizar uma reducdo fraca. Por outro lado, o Algoritmo 3 possui melhor rendimento no
caso da reducdo forte. No entanto, ambos algoritmos sdo inferiores ao Algoritmo 4 (Selegdo
Progressiva Rapida) no que se diz respeito ao tempo de processamento.

A Tabela 6-5 mostra que o Algoritmo 4 ¢ superior ao Algoritmo 3. Pois como foi
provado no Teorema 6, estes sdo equivalentes no que diz respeito aos indices de cenarios
preservados, porém, devido a complexidade computacional, o Algoritmo 4 ¢
significativamente mais eficiente. A complexidade deste algoritmo decresce a medida que o
numero de cenarios preservados (N, ) decresce; para mais detalhes sobre a complexidade

de cada algoritmo, consulte as proposi¢des 2.3 ¢ 2.6 em [8].

6.2.1 — Analise do Algoritmo de Reducéo Local

Como apresentado no Capitulo 5, a Redugdo Local ¢ uma forma de construir uma
arvore de cenarios por meio de sucessivas geragoes e reducdes de cenarios.

A Figura 6.3 apresenta os resultados de regressao linear entre as médias e desvios
padroes obtidos a partir de uma arvore com 2 periodos e 100 cenarios (10 aberturas para o
1° periodo e 10 aberturas para o 2° periodo) construida utilizando o Algoritmo 7. Para obter
o subconjunto de 100 cenarios, foram selecionados 10 a cada 1000 cenarios gerados.
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Figura 6.3: Regressdo linear entre as médias e desvios padrdes 1° e 2° periodos. Redugao
Local.

A Figura 6.3 apresenta bons resultados para as médias. Foram obtidos niveis
aceitaveis para os resultados dos desvios padrdes do 1° periodo; melhores resultados sdo
obtidos para os desvios padrdes do 2° periodo. Vale ressaltar que foram preservados apenas
1% do total de cenarios gerados.

Para melhor analisar a reducdo local, apresenta-se a Figura 6.4 onde sdo
representadas as regressdes lineares de uma arvore de cendrios construida a partir da
agregacdo em conglomerados (esta possui a mesma estrutura da arvore construida pela
redugdo local).
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Figura 6.4: Regressdo linear entre as médias e desvios padroes 1° e 2° periodos. Agregagao.

A partir da Figura 6.4 pode-se verificar que, em se tratando de desvios padroes, a
reducdo local € mais eficiente que a agregacao em conglomerados.
Outras comparagdes entre as duas metodologias podem ser encontradas em [21].
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7 - Conclusdes

A elevada cardinalidade de informagdes necessarias para representar acuradamente
a incerteza hidroldgica no planejamento da operagdo energética de curto prazo torna o
problema de otimizagao a ser resolvido inviavel em termos de tempo computacional para o
SIN. A abordagem por meio da ROC se apresenta estatisticamente adequada para
selecionar um subgrupo, de cardinalidade fixa, com os cendrios mais representativos do
processo estocastico analisado.

O desenvolvimento tedrico da ROC ¢ fundamentado na selecdo de eventos
aleatérios de modo que se preserve a solugao 6tima e o valor funcional 6timo do problema
de otimizacdo estocastica subjacente. Como apresentado no Capitulo 4, a formulagdo da
ROC ¢ fundamentada na minimizagdo da diferenca entre os valores funcionais 6timos. Por
esta razdo, uma analogia entre o problema de selecionar cendrios e o problema de
transporte de Monge-Kantorovich se apresentou logicamente aplicavel, quando se
consideram como custo de transporte as probabilidades de ocorréncia de cada cenario, e
como distancias entre as localidades de carga e descarga, as distancias entre cenarios. A
relacdo de dualidade do problema de transporte, como apresentado no Capitulo 3, tornou
favoravel a satisfagdo do objetivo bésico (selecionar cenarios mantendo certos critérios de
proximidade) por meio de formulas matematicas compactas e de facil aplicabilidade.

A aplicacdo da ROC no problema de planejamento da operagdo energética
proporcionou a necessidade de se estudar formas diferenciadas do calculo de distancias
entre cenarios, devido a situagdo dos cenarios de afluéncias aos aproveitamentos
hidroelétricos serem dispostos em formato arvore multivariada. Este assunto foi exposto no
Capitulo 5, onde foram realizadas as anélises de algoritmos e as apresentacdes de varios
resultados do processo de ROC. Uma dificuldade apresentada pela aplicagdo da ROC neste
contexto, ¢ a necessidade de se armazenar um grande nimero de informagdes para calcular
as distancias entre os diferentes cenarios. A proposta apresentada para contornar esta
dificuldade ¢ a utilizacdo do algoritmo de reducdo local. Este algoritmo se apresenta
eficiente tanto em termos de esfor¢o computacional, quanto em termos de resultados
obtidos.

Como pode-se verificar pelos resultados apresentados, a técnica de redugdo o6tima
de cenarios ¢ uma ferramenta eficiente para selecionar cenarios suficientemente
representativos, proporcionando boa aderéncia estatistica entre o grupo ¢ o subgrupo de
cenarios de vazdes afluentes.

O uso da métrica de Fortet-Mourier para definir o problema de ROC e selecionar
um subgrupo de cendrios, a partir de uma arvore original com muitos cenarios, permite
eliminar redundancias de informagdes, e reduzir significativamente o tempo de
processamento computacional. Cabe mencionar que os tempos de CPU necessarios para
efetuar a ROC em uma arvore com 7500 cendrios, reduzindo-a para 100 cenarios, esta na
ordem de 50 minutos em um computador Pentium 4 de 3.00 GHz. O tempo de CPU
necessario para se construir, por meio do algoritmo de reducao local, uma arvore com 100
cenarios obtidos a partir de 10000 cenarios, ¢ de aproximadamente 2 minutos.

A experiéncia numérica apresentada mostra uma margem percentual satisfatoria nos
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erros cometidos nas médias, nos desvios padrdes, e nas correlagdes temporais e espaciais,
quando aplicada a técnica de ROC.

O trabalho apresentado, se futuramente aplicado no modelo DECOMP para a
operacdo de curto prazo do SIN, permitird utilizar arvores de cenarios de cardinalidade
reduzida que representem adequadamente o processo estocastico das afluéncias e que sejam
satisfatorias, tanto em termos de esfor¢o computacional, quanto em termos de qualidade das
solucdes obtidas.
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Apéndice A

Dualidade em Programacéo Linear

O objetivo deste apéndice ¢ provar alguns fatos importantes relacionados
dualidade em programacao linear.

Proposicdo 4 Sejam ¢,xeR",beR™ e A uma matrizem R™ xR". Considere o
seguinte problema

min CX

xeR"

sa: Ax=bhb
-X<0,

onde o vetor C representa os custos, sendo x a variavel de decisdo e b é um vetor
associado a matriz de restrigdes A.
A representacdo dual do problema (A.1) é dada por:

max bu
ueR™M

sa: Au<ec.

Prova. Considere a fun¢do Lagrangiana do problema (IS)
L(X,u,v)=CcXx—U (AX—b) -V X

sendo UeR"™ e veR] os multiplicadores de Lagrange. Resolver (5) ¢ equivalente

a resolver

X

inf sup L(X,u,V)
u,v

que pela dualidade, ¢ 0 mesmo que:

supinf L(X,U,V).
uyv X

Calculando o inf, tem-se:

infx L(X,U,V) infx{C X —U (Ax—h) -V x}
= inf {CX—UAX+Ub-VX}
= inf,{(C —UA-V)Xx+ub}
= inf{(C—Au-v) x+ub}.

O conjunto em que vale inf,L(X,uU,v) > —o ¢ chamado de conjunto viavel, e ¢ dado
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por:
{(u,vV)eR"xR":c— Au=V} (A.3)

Eliminando V em (A.3) e usando o fato de que veR!, passa-se a ter a seguinte
desigualdade Au<c. Logo,
supinf L(X,u,Vv) = sup {u'b cAu < C},
uv X u

e o dual do problema (IS) ¢ dado por
max bu
(D)juer™
sa: Auc<g,
como se queria mostrar. gy

Outra derivagdo do problema dual em PL pode ser obtida usando o Lema de Farkas.

Lemal (Lema de Farkas) Para cada matriz A< R™" e cada vetor b em R", 0
conjunto
S, = {XGR“;AXSOeb'x>O}
€ ndo vazio se, e somente se, 0 conjunto
S,:={ueR™Au=becu=>0}
é vazio.

Prova. (=) Suponha por absurdo que exista um par (X,0)eR"xR",

respectivamente, pontos viaveis de S, e S,. Neste caso tem-se que
0<bx=0UAX<0.
O que ¢ claramente uma contradi¢ao. Logo, ndo pode existir o par (X,U).

(<) Nesta parte ¢ associada ao par (S,,S,) um par primal/dual, de modo que a
negacdo de um dos sistemas equivalha a inviabilidade de certo programa linear e ilimitacao
do seu dual.

Mais precisamente, considere o par primal/dual de programas lineares

min C X .
_~ xeR" max bu
(P):sa: Ax=b e (D){ucrm .
%<0 sa: Au<o0.

Suponha que S, seja vazio, entdo (P) ¢ invidvel. Desta maneira,
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inf sup {0' x+u'(Ax—b)—v'x}= inf 0 X+supu (AX—b)—vx=oo,
4] u %)

Por outro lado, (D) ¢ viavel para u= 0. Resolver (D) ¢ o mesmo que
inf~bu+supX Au = infsup-bu+xAu
u X = irlif sSp —~bu+(xA)u
= n:fsﬁp u (Ax—b)
= —uoo (})ois (Ax—b) # 0, x éinviavel para (IS)),

sendo X um multiplicador de Lagrange do problema (D). Deste modo, (D) ¢ ilimitado e,
portanto, deve existir uma diregdo de ilimitagdo U, ou seja,

JueR™:AU<0ebT >0.
Segue entdo que S, € ndo vazio. gy

Com o auxilio do Lema de Farkas, enuncia-se o critério de otimalidade em
programas lineares:

Lema 2: (critério de otimalidade em programas lineares) O ponto U e R™ é uma
solucdo do problema (A.2) se, e somente se, existe X e R" tal que o par (X,U) satisfaca as
relacOes seguintes

i) AU < c;(viabilidade do dual)

ii) AX = b;(viabilidade do primal
iii) X > 0;(viabilidade do primal)
iv) bT = cX (complementariedade)

Prova. (=>) Seja 0 uma solucdo do problema dual ( P ). Define-se os conjuntos de
indices E ¢ R e N correspondentes as restrices duais lineares ativas e inativas

respectivamente:
E:={i;AU=c} e R:={i;Al <c;}; Com esta notacio,

v) Al =
Vi) AT <

Ces
Cq.-
Se E =0, existe que 6 >0 tal que AT—-c<-51, sendo 1€R" o vetor unitario.

Deste modo, para cada u € R", pode-se encontrar um niimero real « >0 tal que
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AT +au)-Cc<—dp+aAu<0,
e portanto U + aU pertence ao conjunto viavel de (IS). Como U ¢ solugédo de (IS), tem-se
que para cada U eR"™ existe « >0 tal que

bT >b (U +au).

Portanto, bu<0 para cada ueR". Isto implica que b=0 e, logo, tomando
X=0¢eR", asrelagdes de 1) a 1V) sio satisfeitas trivialmente.
Se E # O, entdo pode-se afirmar que o sistema

Vil) A.u<0, bu>0, nio tem solugdo ueR".

Suponha por contradicio que 3 TeR"™ tal que as relagdes em Vii) sio

satisfeitas.Entdo o vetor ol também satisfaz as relagdes, para qualquer & > 0. O ponto
U+ al, para o >0 arbitrario, satisfaz as desigualdades

viii) b (T +au) > bu (por vii)

iX) A(@+au)-c. < 0 (por vii e V)

X)  AU+au)-c, < —-Sp+ahu<0 (por Vi e vii)
A desigualdade a esquerda em X) conseqiiéncia de definir & como

— 6 =max (AU —¢) <0,

ieR

e a segunda desigualdade em X) vale para algum « >0, pelo fato de que —& <0. Mas as
relagdes de Vil) a X) implicam que U +adl é viavel para (P) e que b(U+au)>b.

Chega-se assim numa contradigdo, ja que U ¢ solugdo de ( P).

Portanto, Vii) ndo tem solugdo U € R™, e pelo Lema de Farkas, o sistema

Xi)Acy =b,y >0

deve ter uma solugio yeR®, onde € ¢ a cardinalidade do conjunto E. Seja r a

cardinalidade de R e seja o vetor 0 e R", tem-se que

xit)  Acy+ A0 b, y>0
xiii) c.y+c,0 = yc. = yAU=bUT (porvexi).
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Definindo X eR" tal que X =(X¢,X;), sendo X :=y eR®, X.:=0eR", a condigdo Xiil)
se torna 1V), a condigdo Xil) se torna as condi¢des i) e iil). A condigdo i) vale porque
U pertence ao conjunto viavel do problema (P ).

Com isso, se prova que: se U ¢é solugdo 6tima de ( P), existe X tal que as relagdes 1) a 1V)
sdo satisfeitas, como se queria mostrar.

(<) Sejam T eR" e X eR" satisfazendo as condigdes 1) a 1V). Para U, um ponto

qualquer pertencente ao conjunto viavel do problema ( IS), as relagdes a seguir resultam de
simples manipulacdes algébricas:

bu-bu = (AX)u-bd) (porii)
= XAu-cX (por iv)
= X(Au-c)
< 0. (por iii,v e vi).
Logo bT >bu para qualquer U viavel. Portanto U é solu¢do do problema (P ). =
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Apéndice B

Relacdes entre os Multiplicadores de Lagrange do Problema de
Monge-Kantorovich Caso Discreto

A seguir serd provada a proposi¢do apresentada no Capitulo 3, pagina 27.
Proposicdo 2: Considere o caso discreto em que o espaco amostral ®, contém o

espago amostral ©,, isto é,

Op = {W,.., Wy} € On = {W,,..., W, } = {w,

sendo {wjl,...,ij}c(DP. Considere também a fungdo 1 satisfazendo as condiges i) e

Il) de fungdo distancia da pagina 27. Com esta convengdo o par 6timo (T,V), associado
ao problema (3.9), possui a seguinte relacéo:

u = —ij, sel=J,.

Prova. A demonstragdo ¢ feita utilizando a representagdo primal do problema (3.9).
Pelo resultado de dualidade do problema MK, tem-se que

M

N
7,(P,Q) = maxy, {Zi:lui Pi +Zk:1ijqjk UiV S/u(wi’ij)}
= MK(P,Q),
sendo

, N M ) N _ M .
MK(P,Q) := min, {Zizlzkzlﬂ(wiawjk )nijk i, 2 Oazi:ﬂijk = qjk azk:ﬁijk = pi}

o problema primal.

Afirma-se que, se 77 € solugdo do problema primal, entdao
s=j = 77st > 0.

Para verificar a afirmagdo, suponha que ﬁsjl =0. Sendo s=j,, tem-se que

,u(WS,WJ-I)=O; logo 77st nao influéncia no valor funcional do problema MK(P,Q).
— ~ .~ M _

Aumentando o valor 1, para 1g > 0, a restri¢do Zk:ﬂsjk =p

, implica em uma reducdo

do valor 7751} (ﬁsjr = ﬁsjr) para algum indice ' <M . Devido a restri¢do Z.N: . =9

tem-se um crescimento no valor 7; (77, =1, ) para algum t < N; pode-se entdo escolher
r r r
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t=j, para que o valor da fungdo objetivo ndo aumente (t= j, :,u(vvt,wjr)=0). De
forma anéloga, a restri¢ao zr:ﬁjrik =P, implica em uma reducdo do wvalor 77jr i
(ﬁjr el i ;) para algum n<M; que por sua vez implica em um crescimento do valor

e, Basta entdo escolher N =1 ¢ €=, pois 77sj| (ﬁsjl = ﬁsjl ) foi inicialmente acrescido.

Em resumo, tem-se que:
775j| aumentou; como S = j,, segue que o valor funcional ndo se alterou;

7731} diminuiu; sendo S # j,, segue que o valor funcional diminui;
77‘1} aumentou; como t = j,, segue que o valor funcional ndo se alterou;
771} ;, diminuiu; sendo j, # j,, segue que o valor funcional diminui;
Reorganizando os indices, j, = j, =S e t=j, segue que o par (77,7,) teve uma
reducdo em seu valores, e o par (7,7,) aumentou seu valores.

Definindo 7 como

. |my.seizsel =t
17, , caso contrario,
tem-se que 7" é viavel e proporciona um valor funcional menor para o problema primal;
contrariando assim a hipotese inicial de que 77 ¢ solugao.
Logo, s=J, = Mg, > 0 provando assim a afirmacgao.

Passa-se agora a prova da proposi¢do. Utilizando a notagdo do Capitulo 3 (pagina
21), pode-se escrever o problema primal como

mxin C'X
MK(P,Q)=<sa: AX=Db
- X <0.

Escrevendo a fungdo lagrangiana deste problema, tem-se que
L(X,A,IT)=C X + A(AX —b)-IT X,

sendo A eR"™ e ITeR"™ os multiplicadores de Lagrange.
Se a variavel X ¢é solugdo do problema MK (P,Q), entdo existem (A,IT) tais que
satisfazem o sistema de otimalidade de Lagrange (VL(X,A,II) =0, ver [12]). Ou seja,

i) AA = II-C;
i) AX = b
i) IX = 0.
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A igualdade em 1) equivale a

U "'vj1 = I _IU(WI’WJ'I)
G+v, = T, - u(w,w, )
u, +\7j1 = Iy, - ,U(Wzawjl)
Uy +v; = [T\, —,u(WN,WJ-M ).

Suponha que S=j, logo T, +V; =My, —0. Como ja provado,

s=] =114, >0 que equivale a X, s-n+1 > 0. Utilizando a igualdade i), segue que

0= 1_IM(S—1)+I = Us = _le .

Com este resultado, basta verificar que o par (I,V) = A é solugdo do problema dual

7,.(P,Q). Sendo X solugdo do problema primal, pelo resultado de dualidade fraca,

b A <C X para todo A viavel,

e utilizando o Lema de Farkas (2), tem-se que

AA < C:
AX = b;
X > 0
bA = CX.

Logo A ¢é solugdo do problema primal 7,(P,Q) como se queria mostrar. gy
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